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RESUMO

O presente texto tem como objetivo mostrar o usBisiemas de Computagao Algébrica (CAS) na soldedo
problemas de mecéanica das estruturas. Em tempass aturnou-se viavel transferir operagfes matemsitic
trabalhosas e desestimulantes para esses aplgativgue permite dedicar maior tempo & compreeds&o
aspectos fisicos dos problemas de engenharia.eRplarar esse potencial, expde-se a deducéo dessqas
analiticas de linhas de influéncia para o casoigls\continuas sob quatro apoios pelo Método dagaf@om
manipulacdes algébrica realizadas no aplicativoh®lagatica, chamando-se a atencao para a possikildtad
uso do sistema gratuito wsMaxima. As funcdes rdapolstidas sdo polinomiais, redacdo bastante sinwle
alternativa ao tratamento por outras vias. As esgires podem ser empregadas na obtencdo de valores
extremos exatos e elaboracdo de programas deigestid grafica, procedimento introduzido em tépides
disciplinas oferecidas pela Faculdade de EngenbarBauru. Ao final do trabalho é apresentado uemgto
com o propésito de divulgar o método.
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ABSTRACT

This text aims to show the use of Computer AlgeByatems (CAS) in Structural Mechanics. Nowadays it
becomes feasible transfer mathematical laboriodsdétouraging operations for this kind of softwasich
allows devoting more time to understand physicakats of engineering problems. To exploit this pbéd,

we expose the deduction of analytical expressidnisfloence lines for continuous beams under faypports
using Force Methods with algebraic manipulationsfgrened in Mathematica, draw the attention to the
possibility of use of free system wsMaxima. Thepmse functions obtained are polynomials, an atere
way of structural analysis instead of matrix meghothese functions can be helpful to obtain nuraérialues
and graphical display, motivating procedure intrcetli in topics of lectures offered by the Faculty of
Engineering of Bauru. At the end it is shown a cstsey in order to disclose the method.
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1. INTRODUCAO

O presente trabalho tem como objetivo mostrar uratica introduzida em disciplinas oferecidas
pelo Departamento de Engenharia Civil da FEB-Urssp responsabilidade dos autores, visando
resolver problemas de mecéanica das estruturas coisoade Sistemas de Computacdo Algébrica
(CAS).

Com esse proposito, descreve-se um estudo de e@admaghdo de linhas de influéncia em
abordagem analitica diferente da encontrada matlit& técnica, que geralmente resolve o problema
pela analise matricial de estruturas.

Trata-se de aplicacdo de método exposto em Rigatiah (2008) para vigas isostaticas e vigas
hiperestéticas sob trés apoios, estendido ao @saads continuas de inércia constante sobre quatro
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apoios, conforme mostra o esquema estatico dagigura qual a coordenadastabelece a posicéo
de uma acao unitaria concentrada.
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Figura 1 — Viga continua sob quatro apoios.

A ideia de trabalhar com linhas de influéncia nanema exposta originou-se no texto publicado
por Anger (1949), podendo-se dizer classico parandgos calculistas, autor que resolveu alguns
sistemas estruturais mais comuns de vigas de pdatedo bastante pratico.

Muito utilizado na época, o livro ainda é citadommo referéncia em Pfeil (1983), cuja
abrangéncia pode ser aperfeicoada com o métodmgime servir de modelo para obter maior
variedade de opc¢des de comprimentos dos tramos.

Acrescente-se que as expressdes polinomiais oldaEadastante simples de se trabalhar para
gerar a visualizagao dos resultados.

Para resolver o problema utiliza-se o Método dagdsocom operacdes algébricas remetidas ao
sistema Mathematica, que trabalha com linguagemdioa, observando-se que tais manipulacdes
podem ser também realizadas no wsMaxima, cuja gamta se tratar de software livre que pode ser
obtido no endereco http://wxmaxima.sourceforge.net.

S&o mostrados os resultados obtidos das funcdeaslide influéncia dos momentos fletores e
esforgos cortantes, num roteiro que pode ser adteadutros tipos estruturais.

2. SOLUCAO DO PROBLEMA PELO METODO DAS FORCAS

Considerando-se que a estrutura em questdo € daas hiperestatica, a opcdo em resolvé-la
pelo Método das Forcas leva, conforme Sissekind7j1%oriano e Lima (2006) e inUmeros outros
autores, as conhecidas equacdes de compatibiliitladeslocamento assim redigidas:

510 + dell + X 912 = O

(1)
520 + X1521 + X ?22 = O

A solucgdo do sistema de Equacgdes (1) é dada por:

-1
{x}[a 512} {5} o
X2 521 522 520
observando-se que essa expressao contém o vetocagnitas hiperestética{sx}, a matriz de

flexibilidade [5] eo vetor{do} gue carrega as informagOes da agdo externa, nourasoacao
unitaria ou sej& = 1.
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Conforme bibliografia corrente do Método das Farcé@spratico adotar como incognitas
hiperestaticasX;, e X, 0os momentos nos apoios internb#8 e MC, resolvendo em seguida a
Equacdo (2) em carater numérico.

A proposta que se faz consiste em escrever o ‘{(efg})rem funcdo da posicanda acao (Figura

1), o que permite, ao invés de se obterem o0s \@louenéricos tradicionais, gerar as expressoes
analiticas das linhas de influéncia.
Em resumo, o problema matematico que se apreSeafitéer a solucéo analitica da equacao:

{Ll (MB)}=|:511 512}_1{510} 3)
LI (MC)| [0, 05| (3

Considerando que as operagfes matematicas paheeresd&quacao (3) sdo bastante trabalhosas
se forem realizadas a mao, toda manipulacdo agebrremetida para um sistema computacional,
objeto do item que segue.

Com o resultado obtido, € possivel dar sequénaizdfise para se obterem expressdes analiticas
das linhas dos demais esforgos solicitantes deesde.

2.1 Geracao das formulas das linhas de influéncia no Mamatica

Para obter o conjunto dos deslocamer§osa Equacao (3), € pratico considerar a convengdo d

Figura 2, que mostra um trecho genérico de compitiorleda viga com momentos nas extremidades
e variacdo linear, providéncia que facilita as apées de integracdo do produto das funcdes
pertinentes em Sistemas de Computacao Algébrigaaeceuso de tabelas similares as de Kurt-Beyer.
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Figura 2 — Esquema para integracéo do produto ae fdumcdes lineares.

Escolhendo as incégnitas hiperestatichsMB) e LI (MC) na Equacdo (3), a aplicacdo do
processo dos esfor¢os leva aos diagramas de egiadse encontram na Figura 3, observando-se que,
em razdo do percurso da acdo unitéria, o usualngememinado “Problema 0” devera ser dividido
nos intervalos AB — BC - CD, o que significa queapeada trecho resultardo diferentes funcbes de
influéncia.



Revista CIATEC — UPF, vol.3 (1), p.p.1-9, 2011

AN - 2
- N S »
MB MB MC MC
1
Z
(1-z/L1)z
OAB
1
z [1-(z-L1)/L2](z-L1)
Osc A/
1
Z [1-(z-L1-L2)/L1](z-L1-L2)
Ocp Y
(z/L1) 1 1 L1+L2-7)/L2
. Co
\/
(z-L1)/ L2 1 1 (2L1+L2-z)/L1
2 Co
\/
’ Lr L2 ) Lr

Figura 3 — Sistema principal para calculo dos mdosviB e MC.

ApoOs essa organizacdo, as operacfes podem serda@&snab programa Mathematica, cujos
comandos autoexplicativos que seguem sao encostedoWolfram (2003), considerangdouma

nova variavel porqueja foi empregada para posicionar a acao unitaria.
Assim, tem-se que 0§ serao obtidos com:

L= M 1= M 2 M 3 M =4

FuIISimpIify{JT%Ml W Nuj(w+ M3j dv%

0

(4)

De posse dos momentos fletores nos extremos dessds/subdivisbes mostradas na Figura 3 e
do comando da Expresséao (4), resultam os segulagdscamentos:

6, =(L1+12)/3  §,=L 2/6  5,= L(+L )3 ®)

e quando a acao percorrer o tramo AB tem-se que:
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5, =(L1-2)Z 11+ /6 11 O = (6)

Na sequéncia, para obter as linhas de influén@antmmentos basta resolver a Equacéo (3) com
os deslocamentos das Expressdes (5) e (6), o feieoéno Mathematica através do comando que
segue, com uma instrucao para reunir os termosm®mgimplificar a resposta:

: . 511 512 B _510
FuIISumpIn‘yHé_ 5 j .(_5 ﬂ (7)

Assim, para a agdo unitéria percorrendo o primg#&o (Os z< I_l), as funcdes linhas de
influéncia que se obtém da Equacao (7) sédo dautas p

2(L1+L2)(L1-2) 2( L1+ 2
L1(2L1+L (21w 3 2

_ L2(L1-2) 7 1+ 3
HME = L1(2L1+L9) (2t & 2

LIMB = -
(8)

Como se observa, trata-se de polinémios, funcéstabte faceis de trabalhar e programar em
qualquer que seja a linguagem computacional adotada

Repetindo-se o procedimento, para o percurso da agitaria no intervalc(Lls z< L1+ L2)
tem-se que:

(2L +La( 7 2-2)+ 3 4L 2))(LE(LE L2 )

LIMB =
L2(2L1+L (21 + 3 2 9
N G [ (2L + L2 2y A2 ©
B L2(2L1+L (L + 3 2
e finalmente para o percurso no terceiro tramosefjml(L1+ L2<z< 2L1+ LZ), obtém-se:
L2(L1+L2-Z)(2L+ L2 2)( AL H L2 )
LIMB =~
L1(2L1+L (2 v+ 2 2
(10)
LIMC = 2(L+L)(L+L2-z) (AL 22)( 32 L2 )

L1(2L1+L (2w 3 2

A vista do carater analitico, essas expressdegpsdetrabalhadas para obter as ordenadas onde
se situam os extremos, bastando deriva-las e ijpmka zero, o que é resolvido com novas instrugdes
dadas por:

D[Escrever agui a expressao da Linha cﬂaélncia,z]
Derivada= FullSimplify %] (11)
FullSimplify| Solvé Derivada =0, |7
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Considerando os intervalo0<z< 1), (Ll<z< L1+ L2) e (L1+L2<z<2L1+ LD e os
comandos das Expressfes (11), os extremos estlizéalos, respectivamente, nas coordenadas:

L1

zZ- —
V3

3(2A+LY(L1+ 2 -V 3L 3( L1+ BLU 2 133 (12)
6L1+9L 2

Z -

z 142269 %L -

Para obter as demais linhas de influéncia dos mtoadletores e dos esfor¢os cortantes, basta
considerar a superposi¢cdo mostrada na Figura 4,representa o percurso da agdo unitaria no
0< z< L1 e secao transversalocalizada na coordenagalo intervaloO< x < L1.
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Figura 4 — Superposicéo de efeitos para obtenc@idetaais linhas de influéncia.

Assim, para a linha de influéncia do momento quangox tem-se que:
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z LI(MB)
LIM)=|1-— [Xx—(X—2Z)+ —— X 1
M) ( Llj ( ) L1 (13)
Substituindd_I(MB) e simplificando obtém-se:

xz 2(L1+L2)x(L1-2) A LI+ )
1 (P(21#L)(2+ & 2

LIM)=2z- (14)

Por equilibrio ou pela derivada da Equacéao (13)lta na linha de influéncia do cortante, ou
seja:

LI(\/):(l—Lilj+%—l (15)

ou simplificando a expressédo com a substituicaol (\B):

z 2(L1+L2)(L1-2) 7 L1+ 2

LI =——-
N T LP(2L1+L9( 2 B 2 (16)
Repetindo o procedimento para o percuzsox tem-se que:
L|(M)=(1—ijx+mx (17)
L1 L1
Substituindd_I( MB) tem-se:
2(L1+L2)(L1-2z) z L1+
LIM)=x|1--2- (2 (L1-2) 2 L1+ 3 (18)
11 LP(2AwLd(2H B 2
Da mesma maneira:
z) LI(MB)
LIV)=1-— [+—= 1
V) ( Llj L1 (19)
ou ja substituidaI(MB):
2(L1+L2)(L1-2) 7 L1+
Lwy=1-2 -2 )(L1-2) 7 L+ 2 (20)

11 LP(2AwLd(2H B 2

Procedimentos similares nas demais sec¢des e pescsiio feitos, de modo a obter a colegcao de
expressdes com menor numero de termos, 0 que &amigniente para a programacao.
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2.2 Exemplos numéricos e graficos

Para ilustrar o uso, sdo apresentados na Tabek valores numéricos obtidos da linha de
influéncia dos momentos no apoio B para tramosodgpcmentod.1 =10 m eL2 = 12 m e na Figura
5 o resultado grafico utilizando recursos de pnogigdo da planilha Excel.

Tabela 1 — Valores da LI de momentos no apoio B pada décimo dos tramos.

z | LI(MB) | z | LI(MB) z | LI(MB)
0 0 10 q 22 0

1 | -0,24308 | 11,2] -0,50914 23 | 0,114509
2 | 047143 | 12,4 -0,83314 24 | 0,192857
3 | -0,67031 | 13,6 0,099 25 | 0,239063
4 0,825 | 14,8] -1,03371 26 | 0,257143
5 | -0,92076 | 16 -0,96429 27 | 0,251116
6 | -0,94286 | 17,2] -0,81771 28 | 0,225
7 | -0,87656 | 18,4 0,621 29 | 0,182813
8 | -0,70714 | 19,6 -0,40114 30 | 0,128571
9 | 041987 | 20,8 -0,185]4 31 | 0,066295
10 0 22 qd 32 0
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Figura 5 — Linha de influéncia dos momentos fletares apoio B e C.

Na sequéncia as figuras 6 e 7 mostram saidasaggiara as linhas de influéncia dos momentos
fletores e esforcos cortantes nas secdes x = 5 Iéspectivamente.
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Figura 6 — Linhas de influéncia do momento fletapgante na secdo x =5 m.
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Figura 7 — Linhas de influéncia do momento fletopgante na secédo x = 16 m.

3. CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho procura mostrar a viabilidade dazatjfo de Sistemas de Computacdo Algébrica
(CAS) na solucéo de problemas de mecéanica dasweasiem carater analitico.

As operacoes foram realizadas no aplicativo Mathiemapodendo ser executadas também no
wsMaxima, software gratuito que possui uma intefagnilar, ligeiramente mais trabalhosa, que
fornece as mesmas respostas algumas vezes emaedacéoincidente.

E interessante registrar o ponto de vista de cargaise estrutural em épocas passadas procurava
evitar tratamentos algébricos mais complicadosganisa do excessivo trabalho manual requerido,
gue era e continua sendo desestimulante, cond@ta&o tem mais sentido em tempos atuais em
razao do aprimoramento dos aplicativos de manigolagnbdlica.

O uso mais intensivo desses aplicativos tem a gantade permitir que se dedique maior tempo
ao entendimento fisico e a interpretacdo de remsdtalos problemas de engenharia, o que abre
excelente perspectiva para a resolugéo de probldenaecanica das estruturas.
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