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RESUMO

Esse artigo tedrico apresenta e discute os coscaét@ntropia e informacdo muitua da Teoria da nmdgéo
aplicados ao reconhecimento de padrfes partindtwipalmente, das ideias de Shannon e Rényi. Teodo
base a diversidade de aplicacdo da teoria, comareas de engenharia, estatistica, economia eriafwa e a
escassez de bibliografia em portugués, expde-semaneira de utilizar a entropia aplicada a pesguaism

uma aplicacdo mostrada para a construcdo de aderdecisdo. Também sdo debatidas similaridade e
diferencas com o conceito fisico de entropia.
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ABSTRACT

This paper presents and discusses the conceptetroipe and mutual information in Information Theory
applied to pattern recognize, based mainly on tleas of Shannon and Rényi. Based on the diversity o
application of the theory, as in engineering, stai$, economics and informatics and the few literain
Portuguese, is exposed a way of using the entrpplieal to the academic researches, with an apjuitat
showed for the construction of decision tree. Alsm aliscussed similarities and differences with phgsical
concept of entropy.
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1. INTRODUCAO

Claude E. Shannon (1948) foi um pioneiro ao comarda comunicacdo como um problema
matematico rigorosamente embasado na estatistiaado um ramo da teoria da probabilidade e da
estatistica chamado Teoria da Informacdo. Apesarsee originalmente desenvolvida para
informacBes perdidas na compressdo e transmissamedsagens com ruidos em um canal de
comunicacdo, sua aplicabilidade se expandiu pateoowominios da engenharia, informatica,
estatistica e economia.

Entretanto, sua similaridade com o conceito fisiee@ntropia e seu uso em areas diversas das
quais foi pensada pode ocasionar alguns equivedasas e metodoldgicos. Soma-se a isso a escassa
literatura existente em portugués, em especialesabentropia de Rényi. Por isso, apresenta-se um
breve apanhado sobre a teoria da informacgéao, gartlo conceito de Shannon e comparando-o com a
grandeza fisica entropia. A seguir, mostra-se @rgénacao feita por Rényi e os desenvolvimentos
até se obter os estimadores das medidas de entragfi@macao muatua. Posteriormente, 0s conceitos
basicos da Teoria da Informacéo sdo exemplificamimsa aplicacdo de Arvores de Decisdo com o
objetivo de reconhecimento de padrdes.
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2. TEORIA DA INFORMACAO

Na area de reconhecimento de padrdes, o interesgalta para a Teoria da Informacao pela
sua capacidade de identificacdo de variaveis retesee utilizacdo em métodos classificatérios. Isso
se da, a principio, por meio de dois conceitos oo por Shannon: entropia e informagdo matua.
Nesse contexto, a entropia funciona como uma mettidacerteza de variaveis aleatérias isoladas ou
combinadas. A informacdo mutua refere-se a deperaé&stocastica entre variaveis aleatorias,
quantificando a informagéo comum entre elas.

2.1. Origem da entropia

A entropia é um termo que originalmente se refemenaconceito fisico termodinamico. Num
primeiro momento, remete aos trabalhos do fisiemab Rudolf Clausius na segunda metade do
século XIX. Em termos modernos, a entropia (S), @olesenvolvida por Clausius, € uma fungéo de
estado relacionada com a passagem de calor (@nepratura (T), sendo expressa por:

ds= 92
T (1)

A opcao pelo nome entropia, que anteriormente haida chamada de *“calor perdido
irreversivelmente” e “valor equivalente”, se deverem grega da palavra e sua similaridade com
energia. Mesmo ndo se referindo a mesma ideiayas estdo profundamente relacionadas, de forma
qgue Clausius achou ser apropriado ter também senikaridade nos nomes (LAIDER, 1995).

Em 1862, Clausius enunciou o teorema que diz (g algébrica de todas as variagdes de
entropia das transformacgdes ocorridas em um proagsico € sempre positiva ou, em processos
reversiveis, nula. Ou sejaS> 0, que corresponde a 22 Lei da Termodinamica.

Com base nos trabalhos de Clausius, Von Helmhotiateos, o fisico estadunidense Josiah
Williard Gibbs propds, em 1876, uma medida de “gi@edisponivel” AG —free energy que seria
matematicamente calculada subtraindo-se a “enpggi@ida” TAS da energia totalH. Isso implica
que a energia disponivel do Universo se reduzo \gsie a variacdo de entropia € positiva ou, em
casos extremos, nula.

Em 1877, uma definicdo alternativa de entropia, ezgsvalente a anterior, foi formulada pelo
austriaco Ludwig Boltzmann, definindo-a usualmeai@o

S =k logQ (2)

onde kg é a constante de Boltzman®e® o nimero de microestados que geram o macroestado
observado.

Para compreender mais profundamente a relacédo.daaun probabilidades, cabe fazer um
breve desenvolvimento da expressdo. Primeiro, €&igmreesclarecer alguns conceitos. Um
macroestado é dado em funcéo de propriedades roédprogs da matéria (como pressao, temperatura
e volume). Um microestado X é especificado por n#as 3 coordenadas de posicdo e das 3
coordenadas de momento de cada particula N (ingistiel) que compde o sistema estudado. O
espaco de fase W é o espaco de 6N dimensfes deasqmssibilidades de microestados &M
regido de W que consiste em todos 0s microestadosoergia constante E.

Particionando o espaco de fase M célulaswi, w1, ..., ox de tamanhodp)", ha uma
distribuicdo de particulas, dada pela quantidatkesdem cada célula. Mas diversas formas de arranjar
as particulas nas células podem corresponder aangistnbuicdo D, uma vez que as particulas séo
indistinguiveis. A quantidade de arranjos @mpativeis com a distribuicdg ®dada por

NI
LTSN ?
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onde i, My, ..., Ik S&0 0 numero de particulas presentes nas ceélylas, ..., ok
Cada distribuicdo Dcorresponde a um macroestadg, cujo tamanho pode ser dado pelo
namero de arranjos compativeis commidiltiplicado pelo tamanho da célula correspondenieseja:
Qpi = G(D).d0"
e da entropia de Boltzmann: (4)

S(Qp,) = ks lod & R)5w")
S(Qp,) = kslod G D)) + k lod3e)
s(Qp ) = @Io{ﬁ}+ N log(5w)
S(%) =

ks log( N} = kg log( n )-...— ks lod n, ) + cons

usando a aproximacéo de Stirling logld!n log (n) —n e o fato de que N A + ... + ni:

S(QDi) O (Nkg log{ N= N)=(n k log n)- n)...—( n k lo§ p)- p)+ con

S(QDi) O-kg>. 1y log( n)+ const (5)
i
chamando dej n/N a probabilidade de encontrar aleatoriamenteavaastado j na célula;:
S(QDi) ==-Nkg2. p Iog( 9)+ cons (6)
j

fazendo a constante nula, tem-se, usualmente,rapentS para a distribuicdo;.CNessa equacao,
nota-se que a entropia € maximizada quando todg@ssosao iguais a 1/N. A expressao p log p é

considerada, por convencao, igual a zero quandf.dsso se justifica porqumol (p log p) =0.
p-

Esse desenvolvimento foi ainda mais refinado pdyb&i Para Boltzmann, cada ponto do
espaco de fase W representava um possivel estasieteima. Gibbs estende esse entendimento para
um possivel estado de um membro deamsemble cujo estado é dado por uma funcéo densidade de
probabilidadep(x,t). Dessa forma, a entropia passa a ser caleylad

S(p) == k[ p(x. 9 log(p( x.9) dx @)

Na mecanica estatistica quantica, o conceito deopat foi desenvolvido pelo hungaro-
estadunidense John von Neumann, mas se mantémnaanessrutura do caso classico. Apepas
dado por uma matriz densidade e utiliza-se o opettaaico da matriz como substituto ao somatorio:

S=-k,Tr(p logp) (8)
2.2. Entropia de Shannon e relacdo com o conceiico de entropia

Trabalhando nos laboratérios da Bell Telephone, ntra desenvolveu uma medida
matematica para quantificar a perda de sinal masdi telefénicas. Antes dele, mm estudos técnicos
sobre a transmisséo de dados em telégrafos, H&t®B) havia proposto a quantidade R€—log
pi como uma medida para o célculo de pulsos trardgwsithas bandas de comunicagéo (Gray, 2009).
Em termos mais adequados para os interesses dess& uma medida da informacéo produzida pela
ocorréncia de um evento de probabilidade p. Basea&dse resultado, Shannon (1948) propbe a
seguinte medida para quantificar a incerteza detwmnamissao, que foi conhecida como entropia de
Shannon:

! Conjunto de vérios sistemas idénticos a um siststaisticamente considerado.
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H =—iZn]|Oi log(R) = H- lod p)) (9)

=1

Dessa forma, sua entropia é uma média aritmétiodgrada da informacédo de Hartley que
assume as seguintes propriedades:

1) E continuaem;pi=1, 2, ..., n;

2) Se p=1/n, entdo a entropia é uma funcdo monotonaends em n;

3) A entropia é maximizada numa distribuicdo unifornggyando p = 1/n, uma
consequéncia da inequacéao de Jensen:

_ 1 10]_
H= E{Ioga} < Iog( E{ED =logr (10)

4) A entropia de um conjunto é aditiva (igual a soraaudtropia dos subconjuntos);

5) A entropia € uma funcao de estado, isto é, dad@ssosntre os estados inicial e final,
a entropia independe do caminho percorrido pangiatsses estados.

Ou, em sua forma continua:

H =[f,logf, (x)dx = E(~logf, (x)) (11)

Originalmente, Shannon ndo chamou essa quantidadenttopia, mas de “informacéao
faltante” (missing informatioh Segundo Avery (2003, p. 81), a sugestao de cliaméa entropia foi
de von Neumann, que Ihe disse: “Em primeiro lugar,desenvolvimento matematico muito préximo
ja existe na mecénica estatistica de Boltzmanmesegundo lugar, ninguém entende muito bem o
que é entropia, entdo, em qualquer discusséo,esiaéd em posicdo de vantagem

No ambito da Teoria da Informacao, a entropia gfieamia incerteza associada com o valor de
uma variavel aleatéria. Nesse sentido, a entropi@leida em um lance de dado, por exemplo, &
maior do que a de um lance de moeda. Logo, conlbe@sultado de um lance de dado reduz mais a
entropia (fornece um maior ganho de informacaojuconhecer o resultado de um lance de moeda.

Num sentido restrito/pratico, ndo ha muitas senmglas entre a entropia de informacgéo e a
entropia termodinamica. Fisicos, quimicos e peadoi®s da area estdo interessados em estudar
como um sistema evolui espontaneamente a parsuaeg condicdes iniciais, estabelecendo sentidos
de transformacfes de acordo com a 22 Lei da Tenamita, assumindo que todos os microestados
possuem a mesma probabilidade de ocorrer. Prigcépitipéteses decorrentes da entropia (aumento
da entropia do Universo, sentido preferencial decgssos, diminuicdo da energia disponivel) ndo
estdo presentes na Teoria da Informacdo. Aléem disermodinamica classica define a entropia em
termos macroscopicos, sem fazer qualquer refer@ndiatribuicbes de probabilidade. Tampouco as
escalas de valores de entropia de sistemas figicokeps, mesmo quando suprimido o efeito da
constante de Boltzmann, fazem sentido como entagiaformacéo e vice-versa.

Por outro lado, num nivel multidisciplinar e numnfm de vista mateméatico-estatistico,
algumas conexfes podem ser feitas. A primeira dam semelhanca das expressdes e das
consequéncias matematicas derivadas disso, coms prapriedades. Ambas também estdo
relacionadas com o grau de incerteza de um sisteora, a entropia sendo maxima quando a
desordem é méxima e uma diminuicdo da entropiai¢gampdo numa maior organizacao do objeto de
estudo. Jaynes (1957) argumenta que a entropiadamnica estatistica pode, inclusive, ser vista como
uma aplicacdo da teoria da informacdo de Shannemgos interpretada como proporcional a
quantidade de informac&o necessaria para defiegtarlo microscopico detalhado do sistema. Assim,

2 No original: “In the first place, a mathematicaévelopment very much like yours already exists witBnann's
statistical mechanics, and in the second plac@neounderstands entropy very well, so in any disonsyou will be in a
position of advantage”.
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a adicdo de calor a um sistema aumenta a sua entesmodinamica porque aumenta o numero de
possiveis estados microscépicos do sistema, toomaais complexa qualquer descri¢cdo do estado.

Continuando com os desenvolvimentos da entropi&tdamnon, chama-se a atencdo para o
fato de que a entropia H (X) ndo € funcdo da vati@keatdria X, mas sim da distribuicdo de
probabilidade dessa variavel. Em outras palaviés dependente dos valores que X assume, mas das
suas probabilidades.

Assim, sejam X e Y dois eventos quaisquer e p &,grobabilidade conjunta de ocorréncia do
primeiro e do segundo evento, entdo a entropiauateH (X,Y) é dada por:

H(X,Y)=H(Y, )=-ZZP( iJogp (i.i) (12)

entdo existe uma probabilidade condicional p)(idnde Y assume o valor j, tal que

p(ilj)= FE(IJ;) (13)

Portanto, dado X, a entropia condicional de Y é:

H(YX) =—Zp( )Zp(JII)Iog p(jli)= -jZin(j,i)log p(jli) (14)

onde foi usada a regra da cadela p (,)) = p )| 1) e a partir da qual, com a eq. 2.13, psele
escrever:

H(YIX)=-X%p J,I)Iog( Ui )j

ji ( p(i)
|X) = ;IZp(J,I)Iog p(j, |)+22p(1 i)logp(i)
2p(i

Y[X)=- 2p(] i)logp(j.i )+Zp( )log p(i)

H(Y|X)=H (X,Y)—H (X) (15)
onde H (X, Y) = H (Y, X) é a entropia conjunta dngntos X e Y.

Como H (X, Y)< H (X) + H (Y), tem-se H (Y | Xk H (Y), com igualdade apenas se X e Y
forem independentes. O que se justifica pelo faterdropia diminuir com o conhecimento de X, pois
diminui a incerteza que existe relativamente a Ymanos que as variaveis X e Y sejam
independentes. Nesse caso, qualquer informagée Xatéo diminui a entropia de Y.

Caso X possa diminuir o grau de incerteza sobrpodge-se considerar tal diminuicdo como
um ganho de informacéo, representado pela inforonagéua 1(Y,X):

(Y, X)=H () =H (Y |X) (16)
de onde, usando a equacao 15, deduz-se que
LY, X)=H()-[H(XY)-H(X)]

T
<
X

(
(
(

H

LY, X)=HX)+H(Y)=H(X,Y) (17)
e, ainda,
(Y, Y)=H(Y)
LY, X)=H)-H(Y | X)= HX) -HX]|Y)=(XY) (18)

dessa relagéo, e partindo-se da equacao 17, pabidisie a informacdo mutua como:
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1(X,Y)=->p(i)Jlogp(i)-Xp(i)logp(i)+X>p(i.i)logp(i,j)
i J |

1(%,¥) =3.5p(1 oo (%j 19

1(X,Y)=E {Iog [%ﬂ (20)

e a informac¢do mutua condicional € definida por
1OX,Y[2)=H(X|Z) =H(X]|Y, 2) (21)

Pela equacdo 19, observa-se que a informacdo n&ituma medida de independéncia
estatistica, que quanto maior for, mais relaciors@eas variaveis (Cover e Thomas, 1991). A Figura
1 esclarece as relagdes existentes entre entesytrapia condicional e informacdo mutua por meio de
um diagrama de Venn.

H (X) H (Y)

. .
IR o
*
.
. °

H (X, Y)
Figura 1 — Relagao Entre Entropia, Entropia Cowodial e Informacéo Mutua

Para o caso continuo, a informacdo matua passadade por

(X, Y) =], [f (x.y)log [M] dx dy (22)

f (x).f,(y)

A informacdo mutua estéa relacionada com a diveigéte Kullback-Leibler, uma medida de
similaridade entre funcdes estritamente positivastanutilizada para se comparar duas funcoes,

definida por:
f(X)} (f (X)}
Dy, =[,f(X)log| ——= |dx = log ——+~
KL Ix (X) g[g(x) E{ g a(x) (23)

A divergéncia de Kullback-Leibler é nédo negativadrequentemente referida como uma
distancia entre as distribuicdes f(x) e g(x), airmpee ndo seja de fato uma métrica por ndo ser
simétrica nem satisfazer a desigualdade triangular.

Com a eq. 22, a informac&o muatua pode ser escita C
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1(X,Y) =Dy (Fxy Y ):fx(X)fy(y) )=0 (24)

Quando a entropia de Shannon e a informacdo méteegspm ser estimadas a partir de dados
amostrais, pode-se recorrer a aplicacdo do méteddistograma, utilizando o histograma de
frequéncias relativas (Scott, 1992) com a disaefip das variaveis continuas, a entropia e a
Informacdo Mdtua de Shannon podem ser estimadas por

FieX) =2 (x; o, () @5
i=1
1(X,Y) = —%%‘f (.Y Jog =2 by (Xi’ ) (26)
ET=I AR (xi)fy(yj)

2.3. Entropia de Rényi

A partir da equacgdo funcional de Cauchy f(xy) =) féx f(y), Rényi (1961) buscou uma
definicdo geral para medidas de informacao queeprassem a aditividade de eventos independentes
e fosse compativel com os axiomas da probabilidade.

A menos de uma constante de normalizacdo, a sokig@mpativel com a informacéo de
Hartley (1928) Q(p = —log p. Se fosse assumido que 0s eventosox ..., % pudessem ter diferentes
probabilidades § p, ..., ; € cada qual possuisse uma informacdo aHquantidade total de
informagéao seria dada por

H :_iplQ(p) 27)
=1

gue é entropia de Shannon (eq. 9), ou seja, a ndédiaformacéo de Hartley. Mas ha uma
suposicdo implicita: é utilizada a média aritmétigae ndo é a Unica possivel. Afinal, para uma
funcdo g(x) com inversaly a média pode ser computada como

o Zna(x)) 29
Aplicando 28 na equacéao 27, tem-se:
H= 9'1(21 po Q)] (29)

Ao se respeitar o postulado de aditividade de egantdependentes, somente duas alternativas
sao possiveis para g (X):

g(x)=cx
g(x) - C—2(1—a)x
A primeira possibilidade fornece a entropia de Sbana segunda resulta em:
1 n
H,=——Io o
0« 1 q g(gp. j (30)
parao > 0 ea # 1. Esse resultado engloba uma familia de medidasmfdrmacédo chamadas de

entropia de Rényi. E possivel demonstrare a entropia de Shannon é um caso particulentiapia
de Rényi quanda - 1.

% Essa demonstragao é feita no Apéndice.
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Ao se comparar as duas definicdes de entropia 9egs30), percebe-se que em Shannon log
(pi) € ponderado pela probabilidade, enquanto em Réhggaritmo é externo a soma € a poténcia

da fung&o probabilidade. Fazendg (X) =>p{":
i

) :ﬁmg(va (X)) =-log(s3fV (X)) = -log (“‘ E(Va-l(x))) (31

de onde se nota que,X) € o argumento da-norma da funcdo probabilidade. Numa viséo
geométrica, as funcbes probabilidades compfem yacesde n dimensdes e a distdncia entre a
origem e um ponto p (PP, ..., @) € medido pelax-norma, sendax = 2 a norma euclidiana
(PRINCIPE, 2010).

Utilizando-sea = 2, tem-se a entropia quadratica de Rényi:

= Iog(zn] nzj (32)
=

Essa escolha faz com que o argumento do logarigmioatum sentido proprio, afinal ele é
E[p(X)]. Ou, de maneira alternativa, ao se fazenwanca de variave| = p(x), 0 argumento é a
meédia da variavel transformada, enquanto a fungabapilidade é a transformacdo. A entropia
quadratica de Rényi é particularmente interesspateser facilmente estimada a partir de dados
amostrais.

E possivel mostrar que a medida de entropia de iR#ade ser estendida para variaveis
aleatdrias continuas (Goncalves, Macrini; 2011)éposem a condi¢cdo da entropia ser ndo negativa,
e se torna:

H

Hq :ﬁlogjf“(x)dx (33)

Para estimar a entropia quadratica de Rényi é\mgsdilizar a janela de Parzen. Para isso,
atribui-se umkernel sobre os dados da amostra e os soma com uma racaal adequada. Uma
possibilidade é:

No iz o
Parzen (1962) provou que esse estimador € aseanwnte nao-viesado e consistente. O
parametras € chamado de tamanho Kernel Normalmente se utiliza uma gaussiana & torna o
desvio padrdo. Desse modo, para a entropia quealtétiizando unkernelgaussiano:

fiy () =-log | (%%Go(x—xi)f i

® N N

H, (X ):—|ogN—jzzG (x—x;) 06, (x=x )dx

—oi=lj=1

f(x) =2 %x[x‘xij (34

N N ®

H, (X ):—Iog ZZ]G (x=%;) By (x= %) dx

i=1j=1l-o0
~ _ 1
H,(X) -"Og[mgg%ﬁ(xj =% )J (35)

O argumento do logaritmo é chamado ﬁrg(x)— Potencial de Informacdo (PRINCIPE,

2010). Escrevé-lo dessa maneira ira facilitar desleimentos posteriores.
Com umkernel gaussiano, nédo € preciso calcular a integral @kqoinente, uma vez que a
integral de um produto de gaussianas é uma gaass@n parametros modificados (um tamanho
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maior dekerne). O parametrac deve ser selecionado pelo usuario, normalmente lzase é no
método decross validatiorou pela regra de Silverman, (Jensseal, 2006):

1
Gopt = Oy (4N‘1( 20+ J)‘l)d+4 (36)

A principio a informacdo mutua de Rényi ndo podeegpressa em termos da entropia, como
foi feito pela eq. 2.92 para a entropia de ShanNaonentanto, se for usada a divergéncia de Cauchy-
Schwarz para se definir a informacéo mutua, é pelssstabelecer uma relacao (Goncgalves, Macrini;
2011).

A informacdo mutua quadréatica pode ser obtida &rp#a divergéncia de Cauchy-Schwarz.
Partindo-se da desigualdade de Cauchy-Schwarz;geodefinir a divergéncia:

(v < 14 1
(un)l _ Juld
VIl? 1 I 12
vl
Jul’
[(u,v)
Jul* *
[(u,v) <0
Jul* *
(u,v) -0
Jul
que com u e v representando fungdes pode seraesgnito:

Dcs(f,g):_ 9\/ijf( ) ( ) (37)

A divergéncia Rs € sempre simétrica e ndo negativa, sendo nulargerse f(x) = g(x). Na
pratica, trabalha-se com o quadrado da razdo adamando com que a divergéncia de Cauchy-
Schwarz possa ser escrita como:

Des(f,g) = log( [ () ex) +log(] o ¥*d - 2lod[ {3 d 3 & (38)

definindo-se a informac¢do mutua quadratica por

log < logl

log

—log

les(X,Y) =D csff sy S 500f () ) (39)
e, em termos de entropia quadratica, seguindo acéaqL38
les(X,Y) =H ,ff xvxfiv)_%H 2¢xv)_é'| 2 Lv) (40)
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Para estimar a eq. 39, pode-se nomear os trésngegpotenciais de informacao (Principe,
2010):

A 1 NN ) A\2

Vi, :WZZGoﬁ(Xl(')_Xl(J)) (41)
i=1j=1

~ 1 N N ) )

Vs, =3 22805 (X (1) ~x2(1))" (42)
i=1j=1

~ 1 N N . )

Ve = 72 2C0us () -x,(j))° (43)

de forma que

V.,V
X1 X2 (44)
\V/

Dcs(X 41X ) =log
Cc
Para o caso da informagdo muatua quadratica, ausdage de Cauchy-Schwarz envolve a
funcdo conjunta, as funcdes marginais e o prodelasdAs trés funcdes densidade de probabilidade
estimadas séo:

F (46) =5 286 (x1x4(1) (5)

Fo (¢2) = 2.Go (X2 (1)) (46)
i=1

frx, (xl,xz):%%Go(x—x(i)) (47)

gue geram 0S seguintes potenciais:

Uy = e 22 Gz (X(1) 1 (1) = 552 28 s (1) xa(1)B o5 (l1) % 2)
V. =VV, com \7k:$_§§60ﬁ(xk(i)—xk(1)) para k= 1,2
i=1j=1
A~ 1Nf21N : : 1N : :
0= 28386, )il 1, el ) =

Exemplificando para o caso d:% usando as equacoes 45, 46 e 47:
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V, :”{%%Gc(xl—xl(k))Gc(xz— xz(k))}{ﬁl%Gc(xl— X o i))}{ﬁlch(xz— xz(j))}dx dx .

Ve :%%%%nglfe‘o(X1_Xl(i))Go(Xl_Xl(k))Xm[Go(Xz_ Xz(j))Go(X 2= X 2(k))dx 2
=3[ A G 1) | £ 6 b0 -x0)]

e aplicando a equacéo 44, finalmente tem-se:

! %%Gﬁo(xl(i)_Xl(j))EG\/Eo(XZ(i)_X 20)))( / &\7 Xz)

2
N i=ztja

les(X,Y) =log [ 2
EalEoats0][§[Eeat0-c0)]

(49)
3. ARVORES DE DECISAO

Arvores de decisdo sdo modelos simbélicos de ngéierde dados cuja estrutura apresenta-se
no formato de uma é&rvore. Cada né interno da arvatiea um teste sobre um atributo, cada ramo
representa um resultado do teste, e os nos tesiiottias) correspondem a classes ou distribuicbes
de classes. A profundidade de uma arvore é defimédla maior distancia entre uma folha e a raiz
(primeiro n6). Com isso, tem-se uma técnica questtOnregras de classificacdo passiveis de
avaliacdo, interpretacdo e posterior aplicacdo. d3ges motivos, as arvores de decisdo tornam-se
interessantes para os problemas de reconhecimemp@adides.

Algumas das vantagens apresentadas pelas arvodexidéo sao sua flexibilidade, pois nao
assumem uma distribuicdo Unica dos dados, sendodo®¥nhao-parameétricos; robustez, uma vez a
selecdo interna de caracteristicas produz arvarestendem a ser bastante robustas mesmo com a
adicdo de variaveis irrelevantes; interpretabilelgd que todas as decisfes sdo baseadas nosvalore
(conhecidos) dos atributos usados para descrevaolllema; e velocidade, pois a maioria dos
algoritmos constroi rapidamente as arvores de @e¢Sama, 1999).

Em geral, o procedimento de uma arvore de decigésiste em apresentar um conjunto de
dados ao no raiz da arvore e avalia-lo segundoeste 16gico. Dependendo do resultado, a arvore
ramifica-se para um dos nés descendentes e esdprento € repetido até que uma folha conceda a
classificacdo dos dados. A Figura 2 exemplificastmuéura de uma arvore de decisdo de resposta
binaria.
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Figura 2 — Exemplo de Arvore De Decis&o

O aprendizado de uma arvore de decisdo é normainseipervisionado, ou seja, 0 método
aproxima funcdes-alvo de valor discreto, na quiahgéo aprendida é representada por uma arvore de
decisdo. As arvores treinadas podem ser repressnta@no um conjunto de regréghen para
melhor compreensao e interpretacao.

As arvores de decisdo sdo construidas usando writlg de particdo recursiva. Uma das
possibilidades € este algoritmo construir uma &\amr divisdes recursivas binarias que comeca no
noé raiz e desce até os nos folhas. Nesse casaaélois fatores principais no algoritmo de partigéo
forma de selecionar uma divisdo para cada né ie@i@no (crescimento) e uma regra para
determinar quando um noé é terminal (poda).

A maioria dos algoritmos de construcéo (também elikrs de inducao) de arvores de decisao
corresponde a um procedimento gufogoe recursivamente constréi a arvore do né raidieetdo
aos nos terminais. Em cada iteracao, a partir da @ dados de treinamento, os algoritmos procuram
pelo atributo que melhor separa as classes pdizarean a ramificagdo da arvore, e recursivamente
processam os subproblemas resultantes das rarggac

Essa abordagem de divisdo e conquista adotada alglostmos de inducdo de arvores de
deciséo foi desenvolvida e refinada ao longo des&nos por John Ross Quinlan. Sua contribuicao
inicial foi o algoritmo ID3 (Quinlan, 1986). Vériaselhorias foram realizadas nesse algoritmo,
culminando no surgimento do algoritmo C4.5 (Quintk®03), muito utilizado em aplicacdes praticas
e pesquisas académicas.

Em ambos, a escolha do atributo que geram as cagifes € feita a partir de uma medida
conhecida como Ganho de Informacgéo, que nada ndosgile a informagcdo mutua entre a variavel
escolhida e a variavel resposta condicionada adhescfeitas na iteracdo i, como serd mostrado a
seguir. O atributo que proporcionar o maior ganbinébrmacéo € selecionado como atributo teste do
nd corrente, em outras palavras, é escolhida awarue promove a maior minimizagéo da entropia.

“ Técnica para problemas de otimizagdo que semprnenfia escolha 6tima local com a inteng&o de atingi solugéo
6tima global.
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Originalmente, o Ganho de Informacdo é baseadmntrapga de Shannon (eq. 9). Segundo
Merschmann (2007), procedendo-se dessa forma psekegdo de atributos constréi-se arvores mais
simples e minimiza-se o numero de testes necesgaia a classificacao.

Para isso, compara-se a entropia da variavel démediatamente acima (n6-pai) com a
entropia condicional da variavel resposta. O atolyue gerar uma maior diferenca (maior reducéao da
entropia/ganho de informacéo) é escolhido comoicéndie teste.

n N(V.
Ganho de informagée entrogfia né-))alz% entrdpig (50)

onde n € o numero de nos-filhos, N é o nimero tigabbjetos do né-pai e N\ o nimero de
observagfes associadas ao no-filho. Essa medidasponde a informagdo mutua entre o atributo
analisado e a variavel resposta (desfecho) dageedgéo, ou seja:

Ganho de informacae (I A,D)JF H A)i H A|D)

onde i representa o conjunto de escolhas, tesiepe classificacdes feitas na iteracdo i, A € a
variavel a ser analisada no n6 e D € a variavéédes.

A afirmacao anterior pode ser clarificada pelo sgguexemplo. Suponha haver dois atributos
candidatos a n6 em uma determinada iteracdo deoieade decisdo com a distribuicdo de classe
Sucesso e Fracasso nas folhas desses atributderngermostra a Figura 3. Nela também estéo
representadas as observacoes presentes em cad&gugsso/Fracasso resultantes do teste ldgico.

<=0 =0 <=F =F
S/F 2IF SIF SIF
T 04 41 1/3

Figura 3 — Exemplo de escolha de atributos em passiveis particdes a partir da informacao mutua
Dada a separacao proposta para as variaveis ssficecao das respostas para o no i, tem-se
0s valores necessarios ja condicionados a i.. @agda informagéo, usando o logaritmo de base 10 e

as equacfes 9, 14 e 18, para os atributos A € calculado, para a entropia de Shannon, da geguin
maneira:

H(A) = —épk log(p)

H(A,)) = —l;’log (i;’j —glog(—gj =0,2764

H(A,|D) = _% pD(k)Z Pa,p ( jl k) log PaD,i ( il k)
j

=53 ] {5 o

I(A;|D)=H(A,)-H (A, D)
I(A,|D)=0,2764~ 0,1624 0,1141
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H(A,) = —glog (gj —glog(—g’j =0,2983

nt0=3 ol -l ) 4o e 5o

I(A,|D)=H(A,)-H (A, D)
I(A,]D)=0,2983- 0,2293 0,0691

Como ganho de informacao do atributpéAmaior, ele seria o0 atributo considerado panaent
no modelo.

Vale lembrar que a probabilidade utilizada no dalae entropia € a fragcdo de observacdes
pertencentes a determinada classe no né. Sendo, @ssinto menor a entropia, mais desbalanceada é
a distribuicdo de classes. Em um determinado nénteopia é nula se todos os exemplos nele
pertencerem a mesma classe. Analogamente, a enfagpéxima no né se houver 0 mesmo namero
de casos para cada classe possivel.

Desse modo, o critério de ganho de informacao iseleccomo atributo-teste aquele que
minimiza a entropia, por ter a maior informacao uadtom a variavel resposta naquela iteracdo. O
grande problema ao se utilizar o ganho de inform&cdue ele da preferéncia a atributos com muitos
valores possiveis. Um exemplo claro de problemareda ao utilizar um atributo totalmente
dispenséavel (por exemplo, um identificador Unidd@sse caso, seria criado um nd para cada valor
possivel, e 0 numero de nos seria igual ao nunmeerdenhtificadores. Cada um desses naos teria apenas
um exemplo, o qual pertence a uma Unica classesaja, 0S exemplos seriam totalmente
discriminados. Assim, o valor da entropia seriaiménporque, em cada no, todos os exemplos (no
caso um s0) pertencem a mesma classe. Essa digsd@ita um ganho maximo, embora a regra de
classificacdo construida seja irrelevante.

Para contornar esse problema do ganho de informémgmoposto em Quinlan (1993) o uso
da Razédo de Ganh&éin Ratio), que consiste no ganho de informacao relativocceonitério de
avaliacéo:

Ganho de informagao | (A|D,i) (51)
entropia(no) H Al)

Pela equacéo 51, é possivel perceber que a raeddefinida quando o denominador é igual
a zero. Além disso, a razdo de ganho favoreceuaslrujo denominador — a entropia — possui valor
pequeno. Em Quinlan (1988), € sugerido que a a&ipela Razdo de Ganho seja realizada em duas
etapas. Na primeira, é calculado o ganho de infgiimapara todos os atributos. ApoOs isso,
consideram-se apenas aqueles que obtiveram um gEnhdormacgdo acima da média, e entdo se
escolhe aquele que apresenta a melhor razdo de.gaoim esse procedimento, Quinlan mostrou que
a Razéo de Ganho supera o Ganho de Informacdodantermos de acuracia, quanto em termos de
complexidade das arvores de decisdo geradas, ssesdm método implementado no algoritmo C4.5
(Quinlan, 1993).

O exemplo anterior refere-se a entropia de Shanhorse optar, por exemplo, pela entropia
quadratica de Rényi, devem-se, naturalmente, noadifis as equacdes de entropia e de informagéo
muatua. Da mesma forma, caso sejam usados dadograigi0sdo os estimadores da entropia e da
informacdo mutua a serem utilizados.

A inducéo de Arvores de Decisdo ndo se resumelanl@é@lo ganho da informac&o e da raz&o
de ganho, existindo outras questdes envolvidasparalor atribuido para o teste do n6 ou técnicas
de podagem que buscam evitar o superajustamentdaalos. Contudo, sdo questdes que fogem ao
escopo desse trabalho e, portanto, ndo seréo alagrda

O uso dos conceitos da Teoria da Informag&o notandei reconhecimento de padrbes foram
mostrados para Arvores de Decisdo, mas existemsdiveutras possibilidades. Duas, em especial,

Razdo de Ganhe
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Sao seu uso ha composicao de redes neurais aisifozi em algoritmos de selecéo de variaveis MIFS
(Mutual Information Feature SelecforUma implementacdo dessa Ultima sugestédo fa,fe@ra o
critério de distribuicbes uniformes (MIFS-U), popiigalves e Macrini (2011). Outra sugestéo é se
desenvolver diferentes estimadores dos aqui emglwegaara o calculo da entropia e da informacao
matua.

4. CONCLUSAO

Neste artigo foram discutidos conceitos da Teomalmformacdo para sua aplicacdo em
pesquisas no ambito de técnicas de reconhecimenfmadrdes. Mais especificamente, refere-se ao
uso da entropia e da informacdo muatua como medidpazes de fornecer informacdes sobre
variaveis que melhor discriminam os dados.

Para isso, foi debatida a origem do conceito dmpiat e mostrada a validade limitada, porém
existente, da comparacdo com a Fisica. Tambémpfesantada a generalizacdo de Rényi para a
entropia de Shannon e como estima-la por meio dgelamela de Parzen.

Por fim, exemplificou-se a aplicacdo dos conced®®ntropia e informagcdo mutua na técnica
de Arvores de Deciséo, evidenciando que o congeithio de informag&o corresponde a informac&o
mutua.

Assim, espera-se contribuir, ainda que minimamepaea preencher a lacuna existente na
literatura nacional sobre o tema e, desse modt@rayie equivocos no uso dos conceitos da Teoria da
Informacado se avolumem. Por outro lado, ressaligisea maneira apresentada € apenas uma forma
de se aplicar a Teoria da Informacdo em problereagcbnhecimento de padrdes, ndo querendo se
limitar as possibilidades de métodos a somente ela.
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ANEXO A — DEDUCAO DA ENTROPIA DE SHANNON A PARTIR DA ENTRBIA de rEnyl

A entropia de Rényi é dada por

Y L
" T1g ln(ép' j (52)

Parao = 1 seu resultado € a indefinicdo 0/0. Assimiroté da entropia de Rényi quando—
1 pode ser encontrado pela regra de I'Hopital:

TR CO R )

g@)  “g'@) (53)
fazendof (a) =In zn:pi“ e ga)=1-a:
i=1
g'=-1
1 D dy g
=2 {pf)
> pf 12

i=1

® A base logaritmica é indiferente, foi adotadogalitmo natural apenas para simplicidade da demaayési.
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a derivada3- pY é:
da

d a_d alnp. — qaln d —
—pP=—&M" =" __gInp=4 In
d” o F
1 1 d a
fr=0—2pi Inp

>pr '

i=l !
_ . f'(a 1 0
lim,_,H, =lim,_, ,()=—n 2.PiInp;

g'@) >p'?
=1

n
como p, =1:
i=1

n
“maﬁlHa = _Zpi In Pi
i=1
que € a entropia de Shannon.

(54)
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