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RESUMO

Este trabalho apresenta uma aplicagdo alternativdétodo dos Elementos de Contorno (MEC) para smal
linear de chapa anisotrépica. Neste trabalho estaideracdo faz-se expressando-se as constanstisasla
anisotropicas como a soma dos valores isotropicosvalores da diferenca entre os dois valoresptaiisicos

e isotrépicos. Consideram-se também as variaveidod@nio pela discretizacdo por células. Nesteatrab
apresenta-se a formulacdo completa para analesar lsmexemplos numéricos para discussao.

Palavras chave:Método do Elementos de Contorno; Anisotropia; Assaklastica bidimensional.

ABSTRACT

This work presents a Boundary Element Method (BHEdfnulation considering anisotropy to analyse 2D
problems in elasticity. The isotropic fundamentalsion is used and the anisotropic propertiesirdreduced
by a residual elastic tensor. Numeric examplepegsented to evaluate the proposed applicatiorghwigisults
are compared with analytical values.

Keywords: Boundary Element Method, anisotropy, 2D elastipityblems

1. INTRODUCAO

Este trabalho visa a aplicacdo do Método dos Elerseate Contorno na andlise de estruturas de
alvenaria, composta por dois materiais, tijolostmcos e argamassa de assentamento. A disposicéo
destes componentes faz com que este tipo de eatteftha uma ortotropia geométrica inicial. Por
tratarem-se de materiais frageis, requerem umasanaimérica nao-linear, em que modelos de dano
ou de fratura devam ser utilizados para melhoresagrtar 0 comportamento estrutural préximo da
ruptura.

Neste contexto, a modelagem numérica confiavel pwdeer grandes beneficios futuros,
procurando o conhecimento do comportamento dgstedi elemento estrutural quando solicitado a
carregamentos usuais, sem a necessidade de sanezaliensaios de laboratorios, com reducdo de
custos e de prazos, portanto.

Mais especificamente sobre a pesquisa em modelagerérica de Alvenaria Estrutural, baseia-
se exclusivamente no Método dos Elementos FinMiSH). Neste contexto, diversos aspectos séo
importantes para obtencdo de resultados confiaakim da caracterizacdo (e consequente definicao
dos parametros numéricos) dos materiais compondatak/enaria, a escolha do método numérico (e
suas particularidades) e dos modelos matematioesall ou ndo, dano ou fratura, discretizacdo e
homogeneizacgéo do sdlido, iso, orto ou anisotrap®grem utilizados sao relevantes.
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Estes modelos também vém sendo amplamente estudagioglementados, tanto pelo MEF
quanto pelo MEC. Em relacdo a Alvenaria Estrut@specificamente, as aplicacbes sdo apenas
utilizando-se o MEF e nada se encontra na litesatam aplicacéo pelo MEC.

Este trabalho, portanto, pretende apresentar aufagiio do MEC aplicada em estruturas
bidimensionais com a consideracdo da anisotropiasaptada por este tipo de estrutura em um
procedimento em que o problema anisotropico é viekplutilizando as solu¢des fundamentais
isotropicas do referido método numérico para pmstanalise ndo-linear de alvenaria (Oliveira Neto,
2008).

2. FORMULACAO DO METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

Neste item faz-se uma reunido de trabalhos remtv@ndlise numérica e as alternativas de
formulacdo do Método dos Elementos de Contorno délise linear em meio homogéneo
anisotropico, que sado essenciamente duas, utiizantuicdo fundamental anisotropica e solucao
fundamental isotropica.

Segundo Perez & Wrobel (1996), os primeiros estutk@sam inicio com trabalho de Green
(1943), que apresentou uma solucdo fundamentabtedjpéca para problemas bidimensionais, e
utilizada por Rizzo & Shippy (1970) e Benjumea &a&kie (1972) em formulacdes diretas com
equacdes integrais de contorno e variaveis reaise Swedlow (1971), Mura & Kinoshita (1971),
Barnett (1972) também apresentaram formulacdes @étodm utilizando solucdo fundamental
anisotropica com variaveis complexas. Para o pnebleidimensional os trabalhos pioneiros sdo os
de Vogel & Rizzo (1973) (apud Perez & Wrobel, 1996pos estes tabalhos citados apresentaram
formulagBes com soluc¢des fundamentais anisotrépicas

Brebbia & Dominguez (1989) apresentaram um procedim alternativo de andlise de meios
homogéneos anisotrépicos utilizando solugédo fund#amhésotrdpica, porém nao implementada. Nos
trabalhos de Schlar (1994) e Perez & Wrobel (1@9@pntram-se propostas de implementacdo deste
procedimento, os primeiros utilizando o Método deciprocidade Dual e os ultimos utilizando
células para aproximacdo das variaveis de domantyos reescrevendo a equacao integral para
pontos internos levando em conta a diferenca entensor de constantes elasticas anisotropicas e
isotropicas.

Este trabalho utilizard o procedimento apresentado Perez & Wrobel por se adequar a
formulacdo nao-linear fisica com modelos de dar@wam sendo implementada pelo primeiro autor
em estagio pés-doutoral atual.

Por tratar-se de uma formulacdo de meio homogéf@nse necessaria a escolha de
procedimento de homogeneizacao das propriedadascatados materiais componentes da alvenaria,
tijolos e argamassa. A disposicéo dos elementostitaintes e ligantes da alvenaria faz com que o
elemento estrutural apresente um comportament@tedpsco, N0 Minimo ortotrépico, o que sua
simulagdo como um material homogéneo introduz ertwséricos. Este é um problema importante
nas formulacdes utilizando o MEF, mas também devewaliada com atencao nas formulacfes com
MEC, mesmo tendo a discretiza¢cdo do dominio ditegesignificados nos dois métodos numéricos.

A discretizacdo realista, denominada modelagemimmamtou micro-modelagem, leva a um
grande numero de equacdes, pesado trabalho congmatiae de andlise de resultados, principalmente
em analise ndo-linear. A discretizacdo, consideramd elemento de volume representativo (RVE —
representative volume element) que abranja os \edumos componentes da alvenaria néo
homogénea, busca obter uma matriz equivalenteaeipdades homogéneas dos materiais.

Ha varios procedimentos encontrados na literatana mbtencdo do RVE, com relacdo aos
aspectos de discretizacdo e homogeneizacdo e apodamento anisotropico, em aplicacbes do
MEF, dos quais alguns trabalhos basicos podemitatos como os de Page (1978), Ali e Page
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(1988), Papa e Nappi (1993), Anthonie (1995), Logoe(1996), Pande et al. (1989), Lee et al.
(1996), dentre outros.

3. FORMULACAO DO METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

3.1. Formulacdo do Método dos Elementos de Contorpara analise linear bidimensional
considerando anisotropia

Apresenta-se a formulagdo linear do método dos exltom de contorno escrita em
deslocamentos, segundo formulagdo proposta inarémeor Brebbia & Domingues (1989) e
posteriormente implementada por Schlar (1994) eZ&\Wrobel (1996).

A representacao integral da elastostatica espaaétida a partir do equilibrio de um elemento
infinitesimal, cuja equacéo diferencial &

0,;6)+b () =0 1)

e da relacdo constituinte

2Gv
o ©= Ci €u © com Ci = (l_—zvaij Oy +G(5 6j| +9, 6jk) (2)
onded; sdo as tensdes,, as deformacdes; ev sdo constantes elasticas do materia) € o delta

de Dirac.
Considerando-se o0 tensor de deformacbes com o vetler deslocamentos

g =%[ui,j ©) +uy; (s)] chega-se as equac0les integrais do MEC pelo teatermneciprocidade de

Maxwell-Betti (PTV) ou utilizando-se do PrincipiosiResiduos Ponderados ponderando-se a Eqg. (1)
com uma funcéo do tipo deslocamento, como segue:

[ uo,, +b)da =0 (3)
ondeQ é o dominio do corpo.

Em procedimento algébrico padrdo do MEC, realizeselntegracées por partes sobre a integral
de dominio e levando em conta as seguintes corgldg@eontorno

u, =U, em I, e P, =P em T, onde [ =T, +T, 4)

chega-se a expressao geral do Principio dos Resféloioderados para problemas de elasticidade
como segue:

[ ujo @+ [ ufbda = jrz ui(p, -, )dr +L pl(@, —u,)dr (5)

Integrando-se por partes a integral de dominio;dem

—Lsfkcjk dQ +IQ u;’b,dQ = Irz u; (p; =, )dr +J-r1 p; (T, — u;)dr _J-r1+r2 u;p,dr (6)
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Admitindo-se representar a relacéo constituinteeeiensdes e deformacdes como

O = (Cljklm *+Cim )em = Gljk + ij (7)
sendocijk a componente isotropica do tensor de tensoes &gia componente residual da diferenca
entre as tensdes reais do meio anisotropico enadds isotrépicas(::jk, 0 tensor elastico isotropico

de referéncia &€, o tensor de diferenga entre o tensor de constat#sscas do meio anisotropico e

o tensor elastico de referéncia. Tensor elastimingpico de referéncia pode ser obtido como a média
das constantes elésticas do material anisotépicebfita & Dominguez) ou como um tensor
isotrépico equivalente, Cowin (1989).

Substituindo-se a Eq. (7), que relaciona as tensdé®picas e a parcela residual anisotrépica,
resulta em

- [ ek 0 - | £y 8, dQ + [ ubdQ =~ uipdr + [ p/(@; - u)dr [ ujpar (8)
Fazendo 0y = ClymEm e 04 = ClumEm

e, ainda €4 0% = €4 CliamEim = Opmi€im = O €

e substituindo-se em (8), tem-se

ij ™

—jgoﬁjsjkdsz —eri?kajde + jQ u’b.dQ = —jrz uyp,dr + jrl p/ (@, — u,)dr —jrl uy'p,dr
9)

Integrando-se por partes novamente a integral derdo, tem-se

[ OhcuxdQ [ 6, dQ+ | u/bdQ =
Oh= 0 i 0 o
—Irz u; pdr + Irl p; (U; —u;)dr —Irl u; p,dr + Ir1+r2 p; u;dr
Considerando-se novamente que a primeira integealddminio corresponde a solucéo
fundamental de carregamento unitario de Kelvinyltaem

(10)

Uy ~ [ £46,dQ +[ ufbdQ =~ jrz up,dr + jrl p,u,dr - jrl uf'p,dr + jrz pludr  (11)

ou ainda, rearranjando os termos e somando-seaadues do contorno, tem-se

uy + [ pyudr = [ ufpdr - [ ,,6,dQ+ [ u/bdQ (12)
Trata-se da identidade de Somigliana, que podesseita para pontos do dominio e do contorno,
explicitando-se os pontos fonte s e resposta poa@ague

Cj Ou; 6 +jr ﬁ GP)u (P)dr =
[[U] 6Pp @ - €5 GG, PR+ [ U7 ERb ©d0

com adicional integral de dominio com respostasregtes ao material anisotropico.

(13)
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Para a solucdo do problema, uma outra equacagahtsgye ser escrita para pontos de dominio,
que pode ser obtida com a diferenciagdo da Eq.dd)respeito as coordenadas do ponto fonte s, e
combinando as derivadas como

0y _1(3u,0 , 0u, 6
% (6 2\0x. () 0x,0)

6, ) =Cyme; ©)=C E(au”(shaum(s)j

frmn moolox, ) 9x, ()

= _atnnk (S’ p)

1(duy, 6P) , OUy SP)
2\ 0x,, () 0x,, (9

g[ap’;k 6P, 9Pn 6P| - - o
- mnk

2\ 0x,, () 0x,, (9

Assim Eq. (12) fica escrita como

100,00 ,0u,0), 0 1 0 [
ijmn Z[OXm © + .6 j +Cimn Z[OXm © Ir Prj (SP)-Uj (Pydr +

1 o d
1 [uy &Pp @Y+ u

2l ax,, () X, (5)
1

0 A ou A
i m]ﬂ-k GP).S (P)dQ + mjgeijk GP).5;, (p)de +

1 0 .
im & m_{g U, Sp)b, (p)dQ +

ou O _
. § [ pw 6Py (P)drj -

11
o

[un &P (P)er+

@k

du
0x, ©)

o

+

[Lum GP)b, (p)dQJ

(14)
onde

8Emk (S! p) = _S:jjk (Sx p) = _81'[(1_—1)r[(1_ 2V)(r,mank + r,namk)_ r,kamn + 2r,mir,nr,k (153.)

-v)G

1
pank (S’p) =4T[(TV)r2{(1_2V)[6mnnk _6mknn _6nknm - 2r,mrnnk]+

(15.b)
- 2v(r‘mr’knn + r’nrvknm)— r'mnm[ZV(r'ménk + r’némk)+ 2r 0., — 8r’mr,nrvk]}
Consequentemente a Eq. (14) resulta em
- 6ij - éijmn J} pfmj GP)y (Pl =
= _éijmn J.I' ernnj (S1P) p] (P)dr +
. 1 (16)

0 A ou A
Cimn E(W IQ SEjk S P).Oy (p)dQ + MJ.Q Sijk ©p) .oy (p)dQJ +

~Cion | € &PV (P)Q
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As diferenciacfes dos termos das integrais de dondievem ser realizadas em procedimento
algébrico, apresentado em detalhes em Telles &bBaeti979) e Banerjee & Raveendra (1986) e
utilizado por Perez & Wrobel (1996),resultando emauintegral de dominio e em um termo
independente:

1 o 0 . ou 0 A _
> [x—() J;; Eng SP).0 (P)AQ + R _[Q Emg GP)-0y (p)de =

asnkj (S,p) A~ mk] (Srp) A
2[19— &, (PR j —M = 8y, (p)dQJ

0% ) 0%, © an

1.
+§O-kj (p)£.|‘ nkj (S’p) m( dr I 8m|<] (S!p) n (S) rj =

1 ! )G [(6 _8\))6”' (p) -G, (p)aij]

(— LEmi 6P)Gy (p)dQ)_ 161-v)G

onde

z-:Emkl (S, p) = {(1_ 2V)[ankéml + 6mk6nl] - 6mn6kl + 2r,kr,I6mn + r,mr,nakl +

1
8nG(1-v)r?
+ 2V[r,mr,kanl + r,nr,kaml + r,mr,lénk + r,nr,lamk] - 8r| r,jr,kr,l}

Substituindo-se o resultado na Eq. (16) segue:

6 +éijmn_[ prET]mj (S,P)U (P)dr =
= Cyom | &y 6P ()T +

ijmn

(18)

O A 1 . .
B .Lz Emng 6P)-O (P)AQ + M [(6 - 8V)0ij () -G, (PO, ]} +

ijmn

@k

+Cin [ 0 6P)b, (0)Q

ijmn

3.2. Formulagéo algébrica do Método dos Elementes@bntorno

As discretizagdes do contorno em elementos e dondorem células séo necessarias para a
obtencéo das representacdes algébricas das Ejs. (18, como seguem:

[H](u) =[G](P)-[cl(@) + [V](b) (19)

e, Eqg. (18), escrita de maneira similar a Eq. (19),

[Afu)=[6)P)-Qf6) + [V ]b) (20)

onde

[0]=[¢]oc]-11]
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Pode-se escrever a Eq. (20) isolando-se o \{&for

©)=[a"-[Flv)+ (&) + [kl 1)
Substituindo a Eq. (21) em (19) obtém-se um sist@enequacdes que pode ser resolvido apos
serem impostas as condi¢cdes de contorno:

H-QQA|U) = |6 -QQ*G[P)+ |V -GV b) (22)

3.3. Tensor elastico anisotropico

O tensor elastico anisotropico de chapas sob egtiato de tensdes é apresentado em detalhes
por Lekhnitskii (1968). Considerando-se um corpanpl onde sdo conhecidas as propriedades
elasticas nas dire¢des principais, x e y, dese@kecer as propriedades em determinado sistema x’
ey, rotacionado do angutp

Em relac&o ao novo sistema de eixos, a equacaoajieada da Lei de Hooke é expressa como:

€, =éo’x —\é—?oy +%t'Xy
1 2 1
£ =-1g, +i0y +r]—?t'xy (23)
El EZ EZ
M Vo
=—lo +-20,+—T,
yXy El E2 y \

ou, expressando-se em termos das tensdes

o JEElE-:6) . | EEE+2un.6),

X K X K 8y +
2.6 [0, - 2,6 )-n, b, + 20,6
+ [ yxy
K
. _EE,ViE, +2nn,G) . | E,E. (E‘ —2n'2c5') .
O-y: 1212K‘ 112 £X+22 ]k- 1 €y+ (24)
2E,G’ [—n;(E; —ZHLZG')—n;(v;E'z + 2r1'1n'2G')] '
+ ' yxy
K
__GEE M) 2GEEM tny;) |, BEEL-viv;)
Xy K X K y K Xy
com
K = -2:6 Jg, - 20,76 )-vE, +2nin,G JviE, +2ninG ) (25)

As constantes elasticas podem ser obtidas dasnseguelacdes:
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i‘=cos4¢+[ 1 —zvljserf¢cosz¢+s?4¢

E, FE G E )
4 4
i‘zsemb+ 1 2, ser?¢cosz¢+cos¢
E, E, 2G E E, (26)
A o A PR serf 2¢
G G E, E, 2G

v, =g Y Aty drv, 1 sert 2¢
YU E, 4| E E, 2G

(27)
S =
v, =v,—%
El
Tém-se ainda os coeficientes de acoplamento eantsdé¢s normais e tangenciais, que se anulam
nas direcdes principais,

n, =E, serfg _ cos'¢ S cos2¢ |ser2dp

E, E, 226 FE,

(28)

n, =g, cosh_semp 1 1 v, cos2¢ [ser2d

E, E, 2(26 E

e os invariantes,

1 1 2v, 1 1 2,
—t === ==+t—=—""—=
El E2 El El E2 El (29)

1 4v, 1 4,
—+—== +
G E, 26 E,

4. EXEMPLOS NUMERICOS

Sé&o apresentados trés exemplos para comprovar alesempenho da formulagcéo apresentada,
quatro exemplos com comparacao de valores analgicaumeéricos.

Para todos os exemplos apresentados foram utiBzaalaliscretizacdo da chapa 12 elementos de
contorno e 32 células, com aproximacao linear déweas.

4.1. Placa retangular submetida a tensfes por cadigtribuida uniformemente
Considerando-se a placa mostrada na Fig. (1) (bésii, 1968), submetida a carga distribuida

uniformemente sobre os dois lados, os dados uldzado os seguintes:
Ei-iso= 78.255MPap= 0.21 ;¢ = 1000cm ; b = 400cm ; p = 0.0025kN/cip=0



Revista CIATEC — UPF, vol.3 (2), p.p.1-18, 2011
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Figura 1 — Chapa submetida a carga distribuidaotmémente sobre os dois lados.(Leikhnitskii,
1968)

Para a consideracdo da anisotropia, utilizaramaseres dos modulos de Young B E com
diferencas, para mais e para menos do valor,qg dado, das ordens de 0%, 1%, 4%, 25%, 64%,
90%. As menores diferencas foram calculadas pargpmyacédo do procedimento de obtencdo das

propriedades elasticas dos tensores anisotrépgmiropico e de diferengdy, .Ciyn € Cym
respectivamente, apresentados no item 3.1, e gueak@ulados a partir das expressoes (23) a (29).

Os resultados obtidos dos deslocamentos indicaddsg. (1) sdo apresentados na Tabela (1),
para ¢=0, onde os valores entre parénteses sdo os oldideimmente do tensor anisotropico

(a, =Cj, a,=C,,, e a, =Cj =0), conforme indicado na Fig. (1).

Tabela 1- Placa retangular sob carga uniformendistebuida,p=0

Propriedades E./E; (MPa) d (cm) d (cm)
elasticas
MEC isotropico 7.8255 0,3195 -0.02686

E1/ E1_i50=O%

7.8255/7.8255

0.3195 (0.3054)

-0.02684 (-0.@298

Ei/E1s=1.3% 7.9255/7.7255|  0.3143 (0.3019)  -0.02604 (9582
E./E1s=3.8% 8.1255/7.5255|  0.3043 (0.295])  -0.02430 (WB03
EJ/E1s=25.5% | 9.8255/5.8255] 0.2327 (0.2478)  0.00460 (B6PS
EJE15=63.9% | 12.8255/2.8255 0.1614 (0.1930)  0.03434 Q08B

E/E1s=89.5% | 14.8255/0.8255  0.1326 (0.1688) 0.05329 [@p8

Observa-se na Tabela (1) que para valores de n®dldoYoung E e E proximos (quase
isotropicos) os valores obtidos numéricamente gaatente coincidem com os calculados pelo tensor
elastico anisotropico e com o valor isotropico.aPBr e E distantes entre si, ha uma alteracédo o
sentido das deformacfes transversais devido a madaa sinal do termo do tensor anisotropico
a,, =C,,. Em todos os casos, ndo ha variagdo no angulaeeptaca, ou seja a placa é ortétropa e
ela se mantém retangular.

Os resultados obtidos dos deslocamentos sdo afadssmas Tabelas 1 a 7, pard a —906,
onde os valores entre parénteses sdo 0s obtidardante do tensor anisotropico

(a,=C;;, a,=Cg, e a,=C =0), conforme indicado na Fig. 1.
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Tabela 2- Placa retangular sob carga uniformenuistébuida,p=-15

Propriedades E./E; (MPa) d (cm) d (cm)
elasticas
MEC isotrépico 7.8255 0,3195 -0.02686
Ei/E1.is—0% 7.8255/7.8255 0.2849 (0.2779) -0.01271 (-0.p54P
Ei/E1.is—=1.3% 7.9255/7.7255 0.2808 (0.2749) -0.01201 (-6Y5
Ei/E1.is—3.8% 8.1255/7.5255 0.2727 (0.2690) -0.01061 (8006
E)/E1.is—25.5% 9.8255/5.8255 0.2170 (0.2273) 0.00086 (€26%
Ei/E1.is—63.9% 12.8255/2.8254 0.1603 (0.1784) 0.01796 3oy

Tabela 3- Placa retangular sob carga uniformenudistébuida,p=-30°

Propriedades E./E; (MPa) d (cm) d (cm)
elasticas
MEC isotrépico 7.8255 0,3195 -0.02686
E1/E1.is=0% 7.8255/7.8255 0.2375 (0.2356) 0.00594 (0.0708)
Ei/E1is—1.3% 7.9255/7.7255 0.2353 (0.2334) 0.00657 (0.p636
Ei/E1.is—3.8% 8.1255/7.5255 0.2311 (0.2291) 0.00780 (0.p524
E)/E1.is—25.5% 9.8255/5.8255 0.2054 (0.1982) 0.01709 (Bp21
E1/E1.is—63.9% 12.8255/2.8254 0.2036 (0.1599) 0.03626 (Bp1

Tabela 4- Placa retangular sob carga uniformenuistébuida,p=-45

Propriedades E/E; (MPa) d (cm) d (cm)
elasticas
MEC isotrépico 7.8255 0,3195 -0.02686
E1/E1.is=0% 7.8255/7.8255 0.2228 (0.2189) 0.01182 (0.0330)
Ei/E1.is—1.3% 7.9255/7.7255 0.2220 (0.2177) 0.01248 (0.p31(
Ei/E1.is—3.8% 8.1255/7.5255 0.2206 (0.2152) 0.01378 (0.p276
E)/E1.is—25.5% 9.8255/5.8255 0.2154 (0.1958) 0.02471 (ap14
Ei/E1.is—63.9% 12.8255/2.8254 0.2598 (0.1683) 0.05726 {@8p

Tabela 5- Placa retangular sob carga uniformenudisteébuida,p=-60°

Propriedades EJ/E; (MPa) d (cm) d (cm)
elasticas
MEC isotropico 7.8255 0,3195 -0.02686
E1/E1.is=0% 7.8255/7.8255 0.2375 (0.2356) 0.005994 (0.0708)
E/E1is—=1.3% 7.9255/7.7255 0.2381 (0.2357) 0.006703 (P63
EJ/E1s—3.8% 8.1255/7.5255 0.2393 (0.2359) 0.008124 (P52
Ey/E1s=25.5% 9.8255/5.8255 0.2508(0.2368) 0.02059 (0.p218
E1/E1.s~63.9% 12.8255/2.8254 0.2974 (0.2361) 0.05033 (Bp1
Tabela 6- Placa retangular sob carga uniformenudisteébuida,p=-75
Propriedades E/E; (MPa) d (cm) d (cm)
elasticas
MEC isotropico 7.8255 0,3195 -0.02686
E1/E1.is=0% 7.8255/7.8255 0.2849 (0.2779) -0.01266 (-0.p54P9
E/E1is—=1.3% 7.9255/7.7255 0.2882 (0.2805) -0.01226 (-060%
E/E1.is—3.8% 8.1255/7.5255 0.2946 (0.2856) -0.01136 (-¥B8%
Ey/E1s=25.5% 9.8255/5.8255 0.3447 (0.3360) 0.00164 (Ip7
E1/E1.s~63.9% 12.8255/2.8254 0.4180 (0.474Y) 0.04766 2oy
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Tabela 7- Placa retangular sob carga uniformendisteébuida,p=-90°

Propriedades E/E; (MPa) d (cm) d (cm)
elasticas
MEC isotropico 7.8255 0,3195 -0.02686
E1/E1.is=0% 7.8255/7.8255 0.3195 (0.3054) -0.02684 (-0.829(
Ei/E1is—=1.3% 7.9255/7.7255 0.3246 (0.3097) -0.02690 (9602
Ei/E1.is—=3.8% 8.1255/7.5255 0.3348 (0.3186) -0.02686 ({B63
E1/E1is=25.5% 9.8255/5.8255 0.4089 (0.4179) -0.01591 3980)
E1/E1is=63.9% 12.8255/2.8254 0.4489 (0.8762) 0.04391 §316)

4.2. Placa retangular submetida a tens6es por cargagencial distribuida uniformemente

Considerando-se a mesma placa submetida a cargentaal distribuida uniformemente sobre
todos os lados (Fig. (2), Leikhnitskii, 1968), @slds utilizados s&o os seguintes:
E1.so= 78.255MPap= 0.21 ;¢ = 1000cm ; b = 400cm ; t = 0.0025kN/cm=-30°

Ly
H e LELM
—< 05t -
II T\; rjf 7 ? ff{f :

Figura 2 — Chapa submetida a carga tangenciaildigta uniformemente sobre os quatro
lados.(Leikhnitskii, 1968)

Para a consideracdo da anisotropia, utilizaramasgres dos modulos de Young E B com
diferencas, para mais e para menos do valor,d#aéo, das ordens de 0%, 1%, 4%, 25%, 64%. As
menores diferencas foram calculadas para compadmgcesultados isotropicos e quase isotropicos.
Novamente as propriedades elasticas dos tensaowes fralculadas pelas expressdes encontradas no
item 3.4.

Os resultados obtidos dos deslocamento sédo apmdesnna Tabela (2), onde os valores entre
parénteses sdo os obtidos diretamente do tenseotdiico @, =C;, a, =Cs, g = Cge),
conforme indicado na Fig. (2).

Novamente observa-se uma boa aproximacdo dos sadonedeslocamento quando utiliza-se
modulos de Young iguais e angupe0®. Nos casos com variacdo dos médulos de Young eldng
¢=-3(°, ha uma sensivel alteracdo nos valores pois agddis x e y deixam de ser as direcdes
principais e distancia-se da condicdo de chapedsot, porém sem grandes variacdes de valores de
Txy-

Os valores de deformag0Oes transversais mostraraegeepos, mesmo considerando-se 0S casos

de grande diferenca entre os moédulos de Youngesaptam uma variacao irregular, comparada aos
valores de deslocamento horizontal.

11
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Tabela 8- Placa retangular sob carga tangencifdramemente distribuidap=0°

Propriedades E./E; (MPa) d (cm) d, (cm) Yxy
elasticas (y=400) (y=400)
MEC isotropico 7.8255 0.2924 0.0 0.000731
Ei/E1.is—0% 7.8255/7.8255 0.3067 (0.3054) 0.0 0.000760(X.04)
Ei/E1.is—=1,3% 7.9255/7.7255 0.3028 (0.3019) 0.0 0.0007510(1¥63)
Ei/E1.is—3,8% 8.1255/7.5255 0.2952(0.2951) 0.0 0.00073B)(I¥.45)
Ei/E1.is=25,5% 9,8255/5,8255 0.2373 (0.2478) 0.0 0.00089B)0616)
Ei/E1s~63,9% | 12,8255/2,8255 0.1544 (0.1930) 0.0 0.00@e8®0472)

Tabela 9- Placa retangular sob carga tangencifdrammente distribuidag=-15

Propriedades E./E; (MPa) d (cm) d, (cm) Yxy
elasticas (y=400) (y=400)
MEC isotropico 7.8255 0.2924 0.0 0.000731
Ei/E1.is—0% 7.8255/7.8255 0.3067 (0.3054) 0.0 0.000767 (0.00D7
(0=0°)
Ei/E1.is—=0% 7.8255/7.8255 0.3833 (0.2780) -0.02670 (-0.0%49 0.000958 (0.000884
Ei/E1.is—1,3% 7.9255/7.7255 0.3796 (0.2749) -0.02737 (-066% | 0.000949 (0.000874
Ei/E1.is—3,8% 8.1255/7.5255 0.3721 (0.2690) -0.02864 (883% | 0.000930 (0.000854
Ei/E1.=25,5% | 9,8255/5,8255 0.3111 (0.2273) -0.03631 ¢M6) | 0.000777 (0.000720
Ei/E1.s—63,9% | 12,8255/2,825b 0.2168 (0.1784 -0.04283430a) 0.000541 (0.000564

Tabela 10- Placa retangular sob carga tangendi@romemente distribuidap=-30°

Propriedades E./E; (MPa) d (cm) d, (cm) Yxy
elasticas (y=400) (y=400)
MEC isotropico 7.8255 0.2924 0.0 0.000731
E1/E1.is—0% 7.8255/7.8255 0.3067 (0.3054) 0.0

(=0

\l

0.000767 (0.08D7

Ey/E1.is—0%

7.8255/7.8255

0.3548 (0.2356

-0.01529 (0.0y0

310.000886 (0.001237)

E1/E1_i50=1,3%

7.9255/7.7255

0.3508 (0.2334

-0.01591 ((56p3

0.000877 (0.001229

EllEl,i30:3,8%

8.1255/7.5255

0.3430 (0.2291

-0.01708 ((B052

0.000827 (0.001213

E1/E1_i30:25,5%

9,8255/5,8255

0.2818 (0.1982

-0.02554 (B2

0.000705 (0.001093

Ei/E1.is—63,9%

12,8255/2,8255

0.1700 (0.1599

-0.038171(T60)

0.000420 (0.000928

Tabela 11- Placa retangular sob carga tangendi@romemente distribuidap=-45’

Propriedades E/E; (MPa) d (cm) d, (cm) Yxy
elasticas (y=400) (y=400)
MEC isotrépico 7.8255 0.2924 0.0 0.000731
E1/E1is=0% 7.8255/7.8255 0.3067 (0.3092) 0.0 0.000767 (0.00D7]7
(9=0°
Ei/E1.is=0% 7.8255/7.8255 0.2910 (0.2189 -0.00014 (0.0p3390.000728 (0.001545)
E/E1is=1,3% 7.9255/7.7255 0.2868 (0.2176 -0.00063 (ALOP3| 0.000717 (0.001543
E1/E1is=3,8% 8.1255/7.5255 0.2786 (0.2152 -0.00158 (6BOR7| 0.000697 (0.001536
Ei/E1is—=25,5% 9,8255/5,8255 0.2187 (0.1958 -0.00888 #BO)Y | 0.000546 (0.001475
Ei/E1s~63,9% | 12,8255/2,8255 0.1312 (0.1683 -0.029390((B0) 0.000324 (0.001365
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Tabela 12- Placa retangular sob carga tangendi@romemente distribuidap=-60°

Propriedades E/E; (MPa) d (cm) d, (cm) Yxy
elasticas (y=400) (y=400)
MEC isotrépico 7.8255 0.2924 0.0 0.000731
Ei/E1.is~0% 7.8255/7.8255 0.3067 (0.3054) 0.0 0.000767 (0.00D7[7

(9=0°)

Ey/E1.is—0%

7.8255/7.8255

0.3155 (0.2356

0.01504 (0.070¢

1)0.000784 (0.001237)

E1/E1-i50=113%

7.9255/7.7255

0.3101 (0.2357

0.01455 (0.6p3!

5> 0.000775 (0.001229

E1/ El-iso=318%

8.1255/7.5255

0.3036 (0.2359

0.01355 (0.0524

3 0.000759 (0.001213

E1/E1_i30:25,5%

9,8255/5,8255

0.2532 (0.2368

0.004139 (B2P

0.000633 (0.001093

E1/E1_i30:63,9%

12,8255/2,8255

0.1587 (0.2361

-0.018541(18@) | 0.000397 (0.000928

Tabela 13- Placa retangular sob carga tangendi@romemente distribuidap=-75’

Propriedades E./E; (MPa) d (cm) d, (cm) Yxy
elasticas (y=400) (y=400)
MEC isotropico 7.8255 0.2924 0.0 0.000731
Ei/E1.is—0% 7.8255/7.8255| 0.3067 (0.3054 0.0 0.000767 (0.00p77

(9=0")
E1/E1_i30=0%

7.8255/7.8255  0.3137 (0.2780) _ 0.02677 (-0.054910.0007845 (0.0008836)

EJ/ELe=1,3% | 7.9255/7.7255  0.3102 (0.2804)  0.02675 (-60%7| 0.0007756 (0.0008737
EJE.s=3,8% | 8.1255/7.5255 0.3032 (0.2856)  0.02663 (-B6H3| 0.0007582 (0.0008546
E/E1s=25,5% | 9,8255/5,8255  0.2508 (0.3360)  0.02110 (¥26F | 0.0006272 (0.0007207
E/E1s=63,9% | 12,8255/2,8255 0.1754 (0.4747)  -0.00756%@04) | 0.0004396 (0.0005642

Tabela 14- Placa retangular sob carga tangendi@romemente distribuidap=-90°

Propriedades E./E; (MPa) d (cm) d, (cm) Yxy
elasticas (y=400) (y=400)

MEC isotropico 7.8255 0.2924 0.0 0.000731

E1/E1.is—0% 7.8255/7.8255  0.3067 (0.3054) 0.0 (-0.0291) 07667 (0.0007731)
Ei/E1is—1,3% 7.9255/7.7255  0.3028 (0.3097) 0.0 (-0.0295)| .00@7570 (0.0007634)
Ei/E1.is—3,8% 8.1255/7.5255 0.2951(0.3186) 0.0 (-0.0303) 00@7377 (0.0007445)
Ei/E1.s—25,5% | 9,8255/5,8255 0.2355 (0.4179)  -0.00042P39B) | 0.0005789 (0.00061576)
Ei/E1s—63,9% | 12,8255/2,8255  0.1503 (0.8762) -0.0020 &34 0.0003758 (0.0004717

Novamente observa-se uma boa aproximacdo dos sadmnedeslocamento quando utiliza-se
modulos de Young iguais e angue0®. Nos casos com variagdo dos modulos de Young eldng
¢=-3(°, ha uma sensivel alteracdo nos valores pois agddis x e y deixam de ser as direcdes
principais e distancia-se da condi¢cdo de chapgdjsot, porem sem grandes variacdes de valores de
Txy:

Os valores de deformagOes transversais mostrane¢ggepos e apresentam variacao irregular
qguando comparados aos valores de deslocamenttiaiz

Ha uma sensibilidade numérica com relacdo as es@esanaliticas das propriedades elasticas
anisotropicas nos casos onde o modulo de Yourgriamericamente proximo de zero, resultando em
valores numericamente proximos de zero ou negafigos os coeficientes de Poissgn na direcédo
principal, ev’, , na direcdo analisada. Estes casos provocam antaidle sinais dos deslocamentos
(deformacdes) transversaig @bservados nas tabelas. Bons resultados numdoi@s obtidos para
razdo entre moédulos de Young/E; menores do que 2 e , lumericamente distantes de zero

(podendo ser evitados apresentando médulos de Yemngnidades como MPa ou kN/@mpara o
caso de alvenarias);

13
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4.3. Viga em cantilever sob carga vertical distriba uniformemente no topo. (Leikhnitskii, 1968)

Neste exemplo apresenta-se a viga em cantilever,caoegamento vertical uniformemente
distribuido considerando-se a mesma discretizagéwiar com os dados seguintes:
E1.so= 78.255MPap= 0.21 ;¢ = 1000cm ; b = 400cm ; t = 0.0025kN/cm=0°

HEEEEEEEEEENRE

£

I

b

y

Figura 3 — Viga em cantilever submetida a carregaoneertical distribuido
uniformemente.(Leikhnitskii, 1968)

As expressdes analiticas para os deslocamentoseatadas por Leikhnitskii sdo as seguintes, e
na tabela 15 estdo apresentadas entre parénteses:

2 2
d, :_qz"j‘ﬁ (x* - 40%x +30%)- g'g] (3312 + 42, —meJ(X ~1)

11

_qa, Lt gb’e? 8a%s
dy(x=0) - g] - 30J 3312 + 4a66 _5

Tabela 15- Viga em cantilever sob carga uniformemdistribuidagp=0°

Propriedades | Ei/E; (MPa) d (cm) dy (cm)
elasticas (x=0, y=b/2) (x=0)
MEC isotrépico 7.8255 2.216 9.5730 (9.74134
E1/E1.is=0% 7.8255/7.8255 2.0450 8.8400 (9.88308)
E1/E1is=1,3% | 7.9255/7.7255 2.0110 8.7020 (9.68734)
E1/E1.s~3,8% | 8.1255/7.8255 1.9480 8.4370 (9.30233)
E1/E1is=25,5%| 9,8255/5,8255 1.5300 6.6280 (6.21360)
E1/E1.s763,9% | 12,8255/2,8255 1.1270 4.6920 (1.04710)

4.4. Placa retangular submetida a tensdes por cadggribuida uniformemente

Considerando-se a placa mostrada na Fig. 4 (Clab.,e1992), submetida a carga distribuida
uniformemente sobre os dois lados.

14
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Figura 4 — Placa quadrada submetida a carregameritcal distribuido uniformemente.
(Cho et al., 1992)

Os dados utilizados séao os seguintes:
E11 = 100 N/nf; Ez2 = 50 N/nf; v= 0.30 ; G, = 29.168 N/m; = b= 2,0m; p = 0.1 N/f ¢=0

Utilizando-se das expressfes apresentadas no ienmeste exemplo o mdédulo de Poisson e o
modulo de cisalhamento séo calculados e resultacanseguintes valores:

V1= 0.15 ; G, = 38.4615 N/

As tabelas mostram os valores apresentados naémefeyr comparados aos obtidos pela
formulacdo aqui utilizada. Como ja comentado nasmg®os anteriores, os valores entre paréntesis
referem-se aos obtidos pelas expressdes do item 3.3

Tabela 16- Placa retangular sob carga uniformenustebuida,p=0°

Coordenadas dx10°%) (m) d, (x10% (m)
X y(m) MEC | Analitico MEC MEC | Analitico MEC
(ref.) (ref.) anisotrépico (ref.) (ref.) anisotrépico

0.0 0.0 0.00 0.00 0.0 0.0 0.0 0.0

1.0 0.0 -0.30 -0.30 -0.21410 0.00 0.00 0.0
(-0.3183)

2.0 0.0 -0.60 -0.60 -0.45108 0.00 0.00 0.0
(-0.6365)

2.0 05 -0.60 -0.60 -0.42454 0.999 1.00 0.8734
(-0.6365) (0.9163)

20 1.0 -0.60 -0.60 -0.42117 1.999 2.00 1.7582
(-0.6365) (1.8325)

20 15 -0.60 -0.60 -0.42229 2.999 3.00 2.6243
(-0.6365) (2.7488)

2.0 2.0 -0.60 -0.60 -0.44806 3.999 4.00 3.5322
(-0.6365) (3.8200)

1.0 2.0 -0.30 -0.30 -0.21997 3.999 4.00 3.5245
(-0.3183) (3.8200)

0.0 2.0 0.00 0.00 0.00 3.99¢ 4.00 3.5214

(3.8200)

15
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Cabe observar que os valores de deslocamento shpidla formulacdo implementada estao
compativeis comparados aos da referéncia, levamdens conta que os dados numéricos sdo
diferentes quanto as propriedadese G.

Tabela 17- Placa retangular sob carga uniformenuéstiebuida,p=-45

Coordenadas dx10°) (m) d, (x10°) (m)

X y(m) MEC | Analitico MEC MEC Analitico MEC
(ref.) (ref.) anisotropico| (ref.) (ref.) anisotropico

(0.3356) (0.806)
2.0 0.0 -0.514 -0.514 0.4619 1.46 1.46 0.792
2.0 0.5 -0.514 -0.514 0.4654 1.46 1.46 0.777
20 1.0 -0.514 -0.514 0.4655 1.46 1.46 0.812
20 1.5 -0.514 -0.514 0.4625 1.46 1.46 0.846
20 2.0 -0.514 -0.514 0.4616 1.46 1.46 0.877

Em outra situacédo encontrada com a mesma placaadasta Fig. 4 (Cho et al., 1992), os dados
Sao 0s seguintes:

Ei1 = 1.2 N/nf; Ez» = 0.60 N/nf; v=0.071; G, = 0.8 N/nf; ¢ =b =2,0m; p = 0.1 N/f¢=0

Utilizando-se das expressdes apresentadas no ienmeste exemplo o moédulo de Poisson e o
mdbdulo de cisalhamento sdo calculados e resultacsnseguintes valores:

v21= 0.0355 : G, = 0.560 N/m

As tabelas mostram os valores apresentados naémefer comparados aos obtidos pela
formulagdo aqui utilizada.

Tabela 18- Placa retangular sob carga uniformenuistiebuida,p=-45

Coordenadas dx10%) (m) d, (x10%) (m)
X y(m) MEC Analitico MEC MEC Analitico MEC
(ref.) (ref.) anisotropico (ref.) (ref.) anisotropico
0.0 0.0 0.00 0.00 0.0 0.0 - 0.0
1.0 0.0 0.28285 0.28291 0.01737| -0.41661 - -0.07452
(0.0386) (-0.06278)
2.0 0.0 0.56571 0.56582 0.03431 -0.83332 - -(108
2.0 0.5 0.56571 0.56582 0.03447 -0.37940 0.45396 0.2514
2.0 1.0 0.56571 0.56582 0.03441 0.07456 0.90791 .6460
20 15 0.56571 0.56582 0.03430 0.52853 1.36186 .0410
2.0 2.0 0.56571 0.56582 0.03428| 0.98245 1.81582 1.4730
(0.0772) (1.2555)

A partir dos exemplos numéricos apresentados, pedeemprovar o bom desempenho da
formulacdo do Método dos Elementos de Contorno aaransideracédo da anisotropia por utilizacdo
das solucdes fundamentais isotropicas. Cabe fgear estes resultados foram obtidos com uma
discretizacdo com poucos elementos de contornaarksee a discretizagdo de dominio para
consideracdo das variaveis internas, tensdgs também com aproximacdo linear. Esta € uma

vantagem do método, comparado aos metodos de aon@oiros exemplos devem ser elaborados
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para melhor avaliagdo das potencialidades da fagfol proposta, buscando fazer aplicacdes
comparativas com outras paredes de alvenaria éasatam discretizagdo mais robusta.

Outros estudos a serem realizados para 0 apafeeuo do programa computacional elaborado
sao referentes a implementacdo e comparagao delawode homogeneizacdo das propriedades
elasticas de paredes reais para simulacdo encostre literatura e do tensor elastico isotropico
equivalente.

Agradecimentos

O primeiro autor gostaria de agradecer a Coordende&Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel
Superior, CAPES, do Ministério da Educacdo do Brpsio suporte financeiro recebido para
realizacdo de estagio pos-doutoral. O autor tamd@ressa sua gratidao pela aprovacédo e suporte em
seu afastamento temporario das atividades junt®@emartamento de Engenharia Civil, UNESP,
campus de Bauru-SP e também pela recepcéo e spporparte de Mark J. Masia, Senior Lecturer
no Centre for Infrastructure Performance and Rgiigb School of Engineering, University of
Newcastle, Australia, que tornaram esta pesquissiyal.

5. REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

ALl, S.; PAGE, A.W. Finite element model for masprsubject to concentrated loadiurnal of
Structural Engineeringv.114, n.8, p.1761-1784, 1988.

ANTHOINE, A. Derivation of the in-plane elastic chateristics of masonry through homogenization
theory.International Journal of Solids and Structuy@®(2):137—-63, 1995.

BANERJEE, P.K., RAVEENDRA, S.T. Advanced Boundarkerfaent analysis of two- and three-
dimensional problems of elasto-plasticitpternational Journal for Num. Methods in Epg.23:
p.985-1002, 1986.

BREBBIA, C.A.; DOMINGUEZ, J.Boundary Elements an Introductory CourddcGraw-Hill,
Comp. Mech. Public, 1989.

COWIN, S.C. Properties of the anisotropic elastitgnsor,Q. JI. Mech. Appl. Mathvol. 42, p.2, ,
1989.

LEE, J.S.; PANDE, G.N.; MIDDLETON, J.; KRALJ, B. Merical modeling of brick masonry
panels subject to lateral loadin@omp. Structuresvol. 61, pp.735-745, 1996.

LEIKHNITSKII, S.G. Anisotropic platesGordon and Breach Sc. Publ., 1968.

LOURENCO, P.B.Computational strategies for masonry structuretherlands,Delft Univ. Press.
1996.

OLIVEIRA NETO, L. Método dos Elementos de Contorno em analise n@aalicom modelos de

dano continuo em alvenaria de tijolos macicos ceécam (Relatério de pesquisa, estagio pos-
doutoral). CIPR, Universidade de Newcastle, Austr&008.

17



Revista CIATEC — UPF, vol.3 (2), p.p.1-18, 2011

PAGE, A.\W., Finite element model for masondpurnal of the Structural Divisignv.104, n. ST8,
p.1267-1285, 1978.

PANDE, G.N.; LIANG, J.X.; MIDDLETON, J. Equivalerglastic moduli for brick masonr{omp.
Geotech, 8 ,pp. 243-265, , 1989.

PAPA, E.; NAPPI, A. A numerical approach for theabmsis of masonry structureddasonry
International v.7, n.1, p.18-24, 1993.

PEREZ, M.M.; WROBEL, L.C. An integral-equation foumhation for anisotropic elastostatic3,
Appl. Mech, pp.892-902, , 1996.

SCHLAR, N.A. Anisotropic Analisys using Boundary Elemer@®mp. Mech. Public. Southampton,
1994.

TELLES, J.C.F.; BREBBIA, C.A. On the application the Boundary Element Method to plasticity.
Research noteé\pplied Math. Modelling, vol. $p. 466-470, 1979.

18



