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RESUMO

No presente trabalho apresenta-se um estudo da situacdo na qual o Brasil se encontra em relacédo a sicklemia,
indicando o0s grupos de pessoas em que mais ocorre esta doenga, classificando por raca. Introduz-se um sistema
de equagdes diferenciais que descreve o processo de formacgdo de polimeros no sangue, onde, a partir deste
modelo se estudam diversos casos derivados do mesmo. Deste modo, as caracteristicas da resolucdo destes
sistemas indicam o comportamento futuro da doenca. Fazendo uso da teoria analitica das equagfes diferenciais
se faz simplificacbes do modelo e apds, baseado no uso da teoria qualitativa de equagdes diferenciais, obtém-se
caracterizagcBes do comportamento futuro da doenga bem como das condi¢fes que os pacientes estardo em um
tempo posterior.
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ABSTRACT

In the present study we present a study of the situation in which Brazil is in relation to the disease, indicating
the groups of people in which this disease occurs most, classifying by race. We introduce a differential
equations system that describes the process of polymer formation in the blood, where, from this model, several
cases derived from it are studied. In this way, the resolution characteristics of these systems indicate the future
behavior of the disease. Making use of the analytical theory of differential equations makes simplifications of
the model and then, based on the use of the qualitative theory of differential equations, we obtain
characterizations of the future behavior of the disease as well as the conditions that the patients will be in a
later time
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1. INTRODUCAO

O presente artigo refere-se a um modelo da polimerizagdo da hemoglobina, onde a
polimerizacédo é responsavel por um grupo de enfermidades de origem molecular, entre elas destaca-se
a anemia drepanositica, anemia de hematies falciformes ou sicklemia.

O processo serd modelado por meio de um sistema auténomo de equacdes diferenciais, em que
as caracteristicas da resolucao destes sistemas indicam o comportamento futuro da doenca.

No referido trabalho sdo tratados e discutidos trés casos criticos, sendo que para chegar as
conclusbes com relacdo ao comportamento da doenca, 0s sistemas sdo simplificados em
correspondéncia ao caso.
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2. REFERENCIAL TEORICO

Considerando a importancia do processo de polimerizacdo, pois a partir deste originam-se um
grupo de enfermidades moleculares, dentre elas a anemia de hematies falciformes ou sicklemia que
produz lesdes e alteracfes nas membranas e hemdlise dos eritrocitos, bloqueio do fluxo sanguineo e
desidratacdo. O bloqueio do fluxo sanguineo pode ser determinado pela alteracdo da forma e a perda
de elasticidade de eritrocitos e/ou de adesdo ao endotélio vascular destes. Os sintomas causados pela
hipoxia podem ser agudos e causar periodos de dor, provocados por crises vaso-oclusiva. (CRESPO;
ROCHA; DAMAS; MARTIS, 2012; BERNACKI; MURPHY, 2009).

A anemia falciforme é muito comum em pessoas da raca negra. No Brasil, devido a grande
miscigenacdo, segundo a ANVISA (2002) 0,1% a 0,3% da populacdo apresenta a respectiva doenca,
principalmente nas regies sudeste e nordeste do pais, pois a imigracdo e o trabalho escravo tiveram
uma maior incidéncia.

Dados do Ministério da Saude estimam que cerca de 25.000 a 30.000 individuos sejam
portadores da anemia falciforme. Na Bahia estima-se que se apresente um caso de cada 650 recém-
nascidos, enquanto no Rio Grande do Sul essa incidéncia é de um caso a cada 10.000 recém-nascidos.
Outra estimativa também é que o nimero de novos casos por ano seja aproximadamente 3.500, com
tendéncia a expansao. (ANVISA, 2002; MANFREDINI, 2007).

Estudos experimentais realizados por varias técnicas e pelo desenvolvimento da biologia,
medicina e tecnologia impuseram a necessidade de explicar o comportamento da doenca com base na
avaliacdo molecular, onde Eaton-Hofricher (1990), Ferrone (2007) e Vekilov (2007) buscam os
parametros e suas relacfes, assim como condi¢fes dos pacientes e comportamentos que permitem as
implicagdes do desenvolvimento da doenca.

No entanto, um dos primeiros trabalhos para descrever a doenca através de equacgdes
diferenciais foi descrito por Cabal e Ruiz (2008), que apresentaram um modelo autbnomo que simula
0 processo da formacdo de polimeros da hemoglobina S a partir de descri¢fes clinicas. Uma analise
mais detalhada das interacdes entre os diversos estados do modelo de Hb é apresentada em Sanchez,
Ruiz, Fernandez e Cabal (2004), em que os autores desenvolvem em detalhes um caso particular do
modelo apresentado por Ruiz e Cabal, para chegar as conclusfes parciais da doenca.

Sanchez, Fernandez, Ruiz e Carvalho (2016) propdem um modelo ndo-autonomo da
polimerizacdo da hemoglobina S, que tem como funcéo a polimerizacdo, a qual é periédica em funcéo
do tempo e a matriz da parte linear é constante. Esses sistemas sdo reduzidos a forma quase néo linear
e dessa maneira possibilitando conclusfes quanto ao comportamento futuro da doenca. Aqui
considera-se um sistema autdbnomo que a matriz da parte linear aponta diferentes casos criticos. Para
cada um desses casos o sistema é simplificado a fim de chegar a conclusées mais precisas sobre as
previsdes do futuro da doenca. Esse modelo é mais geral daquele proposto por Sanchez, Fernandez,
Ruiz e Carvalho (2015).

3. MODELAGEM DA POLIMERIZACAO DA HEMOGLOBINA

Considerando que os dominios sdo estruturas irreversiveis que se refletem no encurtamento do
ciclo de vida dos globulos vermelhos, entende-se que a variagdo da concentracdo dessas estruturas ndo
depende da concentracdo destes. Isso nos levou a propor um modelo por meio de um sistema de
equac0es diferenciais apresentado a seguir.

Para a escrita do modelo da polimerizagdo da hemoglobina S, consideramos a seguinte forma
de notacdo das diferentes estruturas:

e X(t)-concentracdo de monomeros desoxigenados;
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e y(t)-concentracdo em forma de polimeros;
e z(t)-concentracdo em forma de cristais;
e w(t)-concentracdo de monomeros oxigenados.

Experimentalmente, foi provado que a variacdo da concentracdo da hemoglobina desoxigenada
num tempo t qualquer, depende da concentragdo da Hb oxigenada, da concentracdo da Hb
desoxigenada e dos polimeros. De forma similar, ocorre para a concentracdo dos polimeros e da
hemoglobina oxigenada. Para o caso dos dominios, por ser uma estrutura irreversivel, nem sua
variacdo e nem das antes mencionadas dependerdo dela, por isso 0s segundos membros do modelo néo
dependerdo da variavel z . Neste sentido, o processo serd modelado através do sistema autdbnomo de
equac0es diferenciais (1)

X'=—(a+e)x+by—gw+ P (X,Y)
y'=cx—(d+ f)y—Ilw+P,(x,y)
a-nc_ nd-b (1)
Z'= X+
m m
w'=ex+nfy+ (g +nhw

Sendo P (x,y)+nP,(x,y)=0 e a (i=1..2n)e b,c,d, e f, gelsio os coeficientes de
reacao.
E com a equacéo de balango de massa,

X(t) + ny(t) + mz(t) + w(t) = N (2)

As fungdes P, (x,y) e P,(x,y) séo perturbagdes no sistema (1), em uma vizinhanga da origem

do sistema de coordenadas, e representam infinitesimais de ordem superior. Os pardmetros n e m séo
coeficientes do balanco de massa e podem ser iguais, em casos particulares eles poderiam ser iguais a
unidade.

O sistema (1) pode ser escrito da forma,

Xi =a,X, +b X, +¢,X, + P (X, Y)
X, = a,X, +b,X, +C,X, + P,(X,Y)

X, = a,X, +Db,X, (3)

X, =a,X% +b,X, +¢,X,
onde x, representa hemoglobina desoxigenada, x, representa a hemoglobina desoxigenada em forma
de polimeros, x5 a hemoglobina cristalizada e x é a hemoglobina oxigenada.

Aqui a equacao de balanco de massa é equivalente as seguintes expressoes:

1. ay+na,+ma;+a,=0

2. b +nb,+mb,+b, =0

3. ¢,+nc,+¢c,=0

4. P (X,y)+nP,(x,y)=0

O sistema (3) pode ser transformado em um sistema somente com trés fungdes desconhecidas,
definidas sobre um hiperplano invariante. Para isso se faz uso da transformagdo de coordenadas
descrita a seguir.
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Y1 =X

Y, =X, 4)
Y3 =X +NX, +MX; + X,

Yi=X4

Que transforma o sistema (3) no sistema,
Yi=aY, +bY, +¢,Y, +P(Y1,Y,)
ylz =Y, +b2Y2 +C Y, + P2(y1’ Y2)
Vs =2,y +b,Y, +¢,Y,

3.1. Caso em que aparece um valor proprio nulo.

Suponhamos que o sistema (3) é tal que a matriz da parte linear tem um valor proprio nulo e o
resto com a parte real negativa. Para assegurar que a parte real de todas as raizes do polinébmio F{41),
tem parte real negativa, é possivel aplicar o critério de Hurwitz. Atraves da transformag&o linear ndo

degenerada x = Sy, onde x =col(X;,X,,X;,X,), Y=col(y,,¥,, Y5, Y,), 0 sistema (3) é reduzido a forma,
dy

d_tl=Y1(y1,y2,y3,y4)
d
%: /’Lly2 +Y2(yl’ y21y3’y4)
t
a ()
d—:: A3Ys +Y3(Y1: Y21 Y3 Ya)
d
%=2~4Y4 +Y4(y11 y2’ y3’ y4)

Supde-se que os valores proprios da matriz sdo simples e, portanto, a forma, utilizando Jordan,
é uma matriz diagonal.
Teorema 1: Existe uma mudanca de variaveis,

Yi =7, +h(z),(1=1234) (6)

que reduz o sistema (5) a forma normal sobre superficie invariante (FNSI),
{z% :Zl(zl)le(zl,zz,z3,z4) 0
z, =A42,+2,(2,2,,2,,2,),(i=2,3,4)
onde as séries h, sdo determinadas de forma Unica e Z~i (z,,0,0,0) =0, (i=1,2,3,4). Assim, para a
z, =0 (i=1,2,3,4) tem-se a forma normal,

Zi =2Z,(z,) .
Demonstracao: Para provar este teorema se deriva a transformacéo (6) ao longo das trajetorias

dos sistemas (5) e (7). Obtém-se, assim, que os coeficientes das poténcias de grau p satisfazem o
sistema de equacdes,
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Y, =Z,+Z, +ﬂvl
dy

- dlh_ (8)
Ah +Y, =2, +d—'Y1,(i =2,3,4)
1
Para tanto este sistema é dividido em dois casos.

Caso 1. Quando o vetor p é da forma » = (p', 0), o sistema (8) se reduz a:

Yl(zl + hl’hZ’hB’h4) = Zl +%Y1(Zl + hl’h2’h3h4)
Y1

A, +Y, (2, + b hy by hy) =?Yi<z1 +hyhyh,.h,)
Z;

9)

Do sistema (9) podem-se determinar as séries Z, e h,,(i=1,2,3,4), onde nesse caso h, =0,

pois se teria 0 caso ressonante.
Caso 2. Se, no entanto » = (', p'"), "' # 0 o sistema (8) reduz-se a seguinte expressao,
Y, =2,
~ dh 10
Y,=Z,+—Y, (10)
dz,
Fazendo uso do sistema (10) se determinam as séries Z~i ,(1=1,2,3,4), isso completa a
demonstracdo do teorema.

Se Z,=0¢e Z,(z,0,0,0)=0,(i=234), o sistema (7), denominado de quase normal, toma a

forma,
u, =U, (u
% l( 1)~ - (11)
u; = 4u; +U, (u,u,,uz,u,), (i =234)
Teorema 2: Existe a mudanca de variaveis,
z, =U, +_h(u1,u2,u3,u4) 12)
z, =u,,(i=234)

O teorema 2 transforma a forma normal sobre superficie invariante (9) na forma quase normal
(11), onde h(u,,0,0,0)=0.

Demonstracdo: Derivando a transformacdo (12) ao longo das trajetérias dos sistemas (7) e
(11) é obtido que os coeficientes das poténcias de grau p satisfazem o seguinte sistema de equacdes,

oh oh ~
Z1(u1 + h) :U1(u1)+6_ulul +£(12u2 +U2)
oh ~ oh ~
+£(l3u3+u3)+£(14u4+u4) (13)
U, =2Z,(i=234)

Considerando inicialmente o vetor poténcia da forma (p,,0,0,0), tem-se que,
Z,(z,) =Y,(z,) )
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Considerando agora o vetor p = (p',p""), tal que p" # 0, tem-se a seguinte equacdo para
determinar os coeficientes da série h.
oh oh ~ oh ~ oh ~
(P, A, + PsAs + pyA)h=2Z, (U, +h) - ou, U, - 2, U, - a0, U, - a, u,
Isso completa a demonstracao do teorema.
Suponha-se que exista q =0 tal que U,(u,) =gu" +..., neste caso, diz-se que o sistema é

algébrico e, caso contrario U, = 0, o sistema é transcendente.

Teorema 3: Se g << 0 e N é impar, entdo a solucgdo trivial do sistema (11) é assintoticamente
estavel, caso contrario, é instavel.

Demonstracdo: Seguindo o esquema descrito acima é suficiente considerar a seguinte fungédo
de Lyapunov definida positiva.

V(u,U,,Us,U,) =U + U5 +uZ+ul

A derivada de V ao longo das trajetdrias do sistema (11) tem a forma seguinte,
Z—\t/(ul(t), U (), U (1), U, (1) = 2quy ™ + 2u; + 2u3 + 2u; + R(Uy, Uy, Us, U,)

Essa funcdo é definida negativa, pois R sé contém poténcias de ordem superior com relacéo as
dadas no inicio da expressdo. Quedo assim demonstrado o teorema.

3.2. Caso de um par de valores proprios imaginarios puros.

Suponhamos que o sistema (3) é tal que a matriz da parte linear tem um par de valores préprios
imagindrios puros wi onde w é irracional, e o resto dos valores préprios tem parte real negativa. Sem
perda de generalidade, o sistema (3) pode ser escrito na forma,

d .
% = Ia)yl +Yl(y1; y21 y3’ y4)
d .
% = —Ia)yz +Y2(y11 y21 y3’ y4)
t (14)

d
f =A3Y3s +Y3(Y1, Y2, Y3 Vi)

d

(3/'[4 =AY +Y4 (Y11 Y2, Y3, Va)

Sendo y, = y_l ey, :\71 (conjugado).

Teorema 4: A transformacéo de coordenadas,
Y. =2, +h(z,,2,),(1=21234) (15)
reduz o sistema analitico (14) a seguinte forma normal sobre superficie invariante,
z, =iwz, +2,P(2,2,)+Z,(2,,2,,25,2,)
Z, = -z, +2,P(2,2,) + Z,(2, 25,25, 2,) (16)
z, =2, +Z,(2,2,,25,2,),(i = 3,4)
onde as h, se obtém de forma Unicae Z,(z,,2,,0,0) =0,(i =12,3,4).
Demonstracgéo:
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Derivando a transformacdo (15) ao longo das trajetorias dos sistemas (14) e (16) obtém-se o
seguinte sistema de equacoes.

Y, _2_hl(zlp+zl)+2ﬂ(zzﬁ+zz) =Z,+2,P+(p, — p, -Diwh,
Z

1 2
Y, _Z_Z(ZP Z)+a 2(z P+Z ,)=2Z,+1 P+(pl p, +1iwh, (17)
l 2

- L@+ 2) =S (2P +2)) = 2, + (P, - p) — 4T (=34

2

Com o objetivo de trabalhar com mais facilidade dividimos o estudo deste sistema em dois

casos:
Caso 1) Se p = (p',0), entdo, o sistema (17) toma a forma,
Y, —2—221P+%225: z,P+(p,— p, -Diwh,
YZ—%ZIP+%225:225+(p1—p2+1)ia)h2 (18)
Y, —z—?z P—%z P=[(p,—p,)—A]h,(i=34)

Da equacdo de ressonancia correspondente a primeira equacdo tem-se, p; =p, +1 e da
equacdo de ressonancia da segunda equacdo se tem que p, =p; + 1, isso garante a forma da

expressdo correspondente a FNSI dada em (16), o que permite calcular ndo s6 P e P, sendo além
h,,(i=12), para h;, (i = 3,4), como ndo existe ressonancia, obtém-se de forma Unica.
Caso 2) Se pelo contrério, se tem que » = (p',p""), p"" # 0, o sistema (17) adota a forma

Yl_ah z. L on My g
a 1 Z2
oh oh
Y,-—2Z,+—22,=2 19
2 azl 1 622 2 2 ( )
—a—hi(z1P+zl)—a—hi(z25+zz)=z
0z, oz,

O sistema (19) permite calcular os coeficientes das séries,
Z.,(=1234)
Se o sistema (16) € tal que, Z, =0, (i=12), entdo o sistema é chamado Forma Quase
Normal (FQN), e nesse caso pode ser escrito da forma,
u, =iwu, +u,P(u,u,)
u, =—imu, +Uu,P(u,u,) (20)
u, = Au, +U,(u,u,,u,,u,),(i =3,4)

Teorema 5: Existe uma mudanca de variaveis,
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{zi =u; +h;(u;,u,,u,,u,),([i =12) (21)

z,=u;,(j=34)

Que reduz a FNSI (16) a FQN (20), onde as h; , por ndo possuir ressonancia, determinam-se de
forma unica e séo tais que h, (u,,u,,0,0)=0 e U, (u;,u,,0,0)=0,(k=3,4).

Demonstracdo: Derivando a transformacdo (21) ao longo das trajetdrias dos sistemas (16) e
(20) obtém-se o seguinte sistema de equacdes,

oh oh, = .
hP+2, —a—uiulmiuzP =(p, = p, ~Diah,
— oh oh, — .
h2P+Zz—a—2u1P+fu2P:(pl—p2+1)|a)h2 (22)
1 2
Zi :Ui7(i :314)

O sistema (22) permite calcular os coeficientes das séries, h,,(i =1,2), pois o resto das séries
sdo expressdes conhecidas. E, a série P pode ser assim escrita,

P(U2U3) = zan (uzus)n + izbn (uzus)
n=k n=I

Teorema 6: Se k € tal que a, <0, entdo, a posicdo de equilibrio do sistema (20) é
assintoticamente estavel.

Demonstracéo:

Seja a funcéo

V(z,,2,,25,2,) = 2,2, + 2} + 2}

Essa é uma funcdo de Lyapunov definida positiva, pois, z; = u + iv e z, é seu conjugado.

A derivada de V' ao longo das trajetdrias do sistema (20) e,

V' (U (1), U, (1), Ug (8), U, (1) = 28, |27 + 245u3 +24,u} + R(U,,U,, U5, U,)
onde em R tem-se as poténcias de grau superior de k +1 respeito a |u1| , € por acima do segundo grau
com respeito a z; e z,;, assim V' é definida negativa, o que completa a demonstragdo do teorema.

3.3. Caso critico combinado.

Dentro do processo geral sdo interessantes determinados casos especificos para o qual pode-se
chegar a conclusdes mais claras do estado da doenca. Neste sistema aparecem casos criticos a serem
estudado independentemente, isto refere-se ao processo quando o sistema (3) tem um par de valores
préprios imaginarios puros, um valor proprio nulo e o outro é real negativo, neste caso, a redugdo do
sistema a forma quase normal combinada.

Através da transformacao linear ndo degenerada x = Sy, o sistema (3) é reduzido a forma,
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d
%:Yl(yl!ywy3’y4)
d .
%:uayzwz(yl,yz,ys’w)
t

K (23)
d—t?):_loyg +Y3(y11y2’y3’y4)

d

%:ﬂ,y4+Y4(ylyy21y31y4)

e oi. e as séries de poténcias

Neste caso, os valores proprios sdo: 0, 4, —c i
Y. (Y, Y5, Yar Va), (i =1,2,3,4) sdo convergentes.
Teorema 7: Existe uma troca de variaveis,
(24)

Yi =4, + hl(zl) +h—1(21’ Zyy23, 24)
Vi =z +hi(z,),(i=234)

que reduz o sistema (23) ao sistema,
Zi = Zl(zl)
2, =0z, +2,(2,,2,,2,,2

2 2 2( 1 2 3 4) (25)

2, =—ioz, +23(zl,22,z3,z4)

Z, =22, +2,(2,2,,25,2,)
onde as séries h;, sdo determinadas de forma unica e Z~i(zl,0,0,0) =0, (i=234). Assim, para a

z, =0 (i =2,34) tem-se a forma normal z, = Z,(z,) .
Demonstracdo: Derivando a transformacdo (24) ao longo das trajetorias dos sistemas (23) e

(25) obtém-se o sistema de equacdes,
_ — dh oh, _ oh 5 oh 5 oh =
— ic+op.2h+2. =Y, - —*7 -tz 17 _~“17 _“~17
[(p, — py)io + p,A]h, 1 1 dz, 1 &z, 1 &z, 2 oz, 3 oz, 4

ioh, +Y, = Z~2 +%Z1
dz, (26)
. ~ dh
—ioh, +Y, :Z3+d_zjzl
dh

ah,+Y, =Z,+—*22
4 4 4 le 1
Para determinar as séries envolvidas nos sistemas e na transformagdo, vamos separar 0S

coeficientes das poténcias de grau p = (p,, p,, P;, P,) nos dois casos seguintes:
Caso 1) Considerando, no sistema (26), ¥, = ¥v; =¥, =0, ou seja, para p=(p,,0,0,0),

resultando o sistema seguinte,
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Yl:zl+%z1

ioh, +Y, =+—22,
' (27)

h, +Y, =Cc%z1

1

O sistema (27) permite determinar os coeficientes da série Z,, e os correspondentes as series
h;,(1=12,3,4), que séo obtidas de forma Unica, pois h, que seria arbitraria se considera igual a zero

para obter a unicidade.
Caso I1) No caso em que ¥,,¥3 e ¥4 = 0 do sistema (26) se deduz o seguinte sistema,

. — dh, ~ oh oh, =~ oh =~ oh =
- ic+p,Alh =Y -2z -2tz Ltz Ltz 17
[(pl pz)O_ p4]1 1 le 1 821 1 822 2 523 3 524 4
Y2:Z~2+((j:lﬂfl
Z
3 dh1~ (28)
Y3:ZS+d_ZjZl
~ dh, ~
Y4=Z4+d—ZjZl

O sistema (28) permite calcular os coeficientes das séries, Zi,(i =1234) e h_l pois as

restantes séries que aparecem no sistema (28) sdo expressdes conhecidas, isso completa a
demonstracdo do teorema.

Teorema 8: A mudanca de variaveis ,

Z, =U,
Z, =U, + hz(uz’us)"‘ hg(uz’u31u4)
0 (29)
Z, =uy +hy(u,,u;)+hy(u,,uy,u,)
Z,=U, + h4(u17u2)
transforma o sistema (25) na forma quase normal combinada,

ull =U,(u,)

u, =iou, +u,P(u,u
2 2 2 ( 1 2) (30)

u, = —iou, +u, P(u,u,)

u, = Au, +U,(u,;,u,,us,u,)

10
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onde as séries h,(i=1234) e h’ (i=23) se determinam de forma Unica e sdo tais que
h’(u,,u,,0)=0,(i =23) e U,(u,,u,,u,,0) = 0.

Demonstracdo: Derivando a mudanca de variaveis (29) ao longo das trajetorias dos sistemas
(25) e (30) se obtém o sistema de equacdes,

U,=2
_ B 0 o 0
2L AT IS S ST ST S AT
ou, ou, oz, 823 oz,
=(p, — P, —Diwh, +[(p, — p, ~Dioc + p4l]hg
B 0 o 0 31
Z, —mu pr My p Py py My p Moy (3D
ou, ou, ou, 8u3 ou,
=(p, — p, +Diwh; +[(p, — p, +Dic + p4ﬂ*]h??
~ oh, oh, :
Z, _Euzp au P=U 2+ +I(py = py)io + p,Alh,

Para determinar os coeficientes das séries o sistema (31) seré dividido em dois casos,
Caso 1: Quando z, = 0 se tem 0 seguinte sistema,

U, =2,

Z, —% P+SS u,P =(p, - p, —Diwh,

7, —% P+2—Eu35=(pl—p2+l)icoh3 (32)
Z, —% P+2—$u35:[(p1—p2)io-+ p.Alh,

O sistema (32) permite a determinacéo dos coeficientes das séries h,, (i =1,2,3,4) assim como
osde P e P. Neste caso, a equacéo de ressonancia para a segunda equagéo é p, — p, —1=0, e para

a terceira, p, — p, +1=0, isso caracteriza a forma de P, e de modo semelhante para P na terceira
equacao.
Caso 2: Quando z, # 0 obtém-se o seguinte sistema de equacdes,

~  oh) oh! — ohd .
Z,-—%*u,P+—*2u,P-—%U, = —Dio + p,Aln?
82 823 824 [(p1 P, )ic P,y ] 2
~ 8h0 oh? — oh? .
Z,——u,P+—=2u,P-—2U, = +1ioc + p,Aln 33
8U2 2 au, 3 au, =[(p, — p, +Dic + p,A]h, (33)
Z4 =U,

O sistema (33) permite calcular os coeficientes das séries, Z~i ,(1=12,34), além dos
coeficientes das séries, h’, (i = 2,3) . Isso demonstra o Teorema 10.
No sistema (30) as fungdes P e Z, tem a seguinte forma:

11
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= =)

P(zyz3) = Z a,(z;23)" + iz b, (z223)",

n=k

Teorema 9: Se a <0, s impares e a, <0 entdo as trajetdrias do sistema (30) séo
assintoticamente estaveis, em caso contrario sdo instaveis.

Demonstracao:

Considere a funcéo de Lyapunov definida positiva,
2 2

z z
V(z,2,,25,2,) =?1+2223+?4
Derivando a funcdo V com relacdo a t ao longo das trajetorias do sistema (30) é obtido:
1 +: k+1
V' (U (1)U, (8, U (1), U, (8) = 025 + 23, |2, + A,uf + R(uy, U, U5, u,)
Onde em R tem-se as poténcias de grau superior de k +1 em relagdo a |u1| , e superior de s +1

em relacdo a z, e por acima do segundo grau com relagéo a z,, assim V' é definida negativa, o que

completa a demonstracdo do teorema.
4. CONSIDERACOES FINAIS

Apds uma analise minuciosa referente as informacdes da resolucéo dos sistemas de equacdes
diferenciais, permitiu sem grande dificuldade fazer um estudo qualitativo das trajetorias dos sistemas
correspondentes para 0s casos criticos tratados. Dessa forma, pode-se chegar a conclusdo que para o
caso no qual a matriz da parte linear tem um valor préprio nulo, a reducdo é quase normal.

J& quando a matriz da parte linear do sistema tem um valor nulo, e se o resto tem parte real
negativa, a doenca se mantera estavel e o individuo mantém-se no estado basal, sempre que o primeiro
coeficiente diferente de zero da forma normal é negativo e a poténcia correspondente € impar.

Caso ndo ocorram as condicdes acima mencionadas, devem tomar-se medidas profilaticas para
alterar o quadro e impedir que o paciente entre em crise e tenha um desenlace fatal como resultado da
doenca.

Pelas caracteristicas do problema considerado é natural que apareca o caso critico combinado.

A forma quase normal combinada permite fazer um estudo qualitativo das trajetdrias do
sistema.

Os teoremas (6) e (7) ddo o processo a seguir para que o sistema original seja simplificado, a
fim de encontrar um tratamento mais efetivo do problema.

Se a=<0,s éimpar e @, <0 entdo a doenga permanecera estavel,entretanto o paciente
permanecera em estado basal em um tempo posterior a analise realizada.

Se ndo forem atendidas as condi¢des do teorema (8), deve-se tomar as medidas profilaticas
necessarias para alterar o quadro clinico do paciente e prevenir um final fatal como resultado da
doenca.
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