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RESUMO

Este artigo tem por objetivo apresentar um modeliematico ajustado para biodigestor urbano. Para
desenvolver este trabalho, inicialmente, foi real@ um estudo tedrico acerca de biodigestdo, medelo
matematicos que representam este processo, sistentaomos e estabilidade. Em um segundo momento,
foram realizadas a simplificacdo do modelo matesoaiue descreve o processo de um biodigestor,steaju
dos parametros no modelo, assim como, a analigstdhilidade do sistema e o comportamento da smluca
encontrada para a verificacdo da quantidade déiiese producado de biogas. As simulacdes foralizaeas

em dois momentos: sem retirada de biogas e o ctimd& de biogas. No primeiro caso foi analisado a
producdo de biogas e o crescimento das bactéaagual se confirmou que o ponto de equilibrio foene
crescimento maximo das bactérias e a producdo rasarbiogas. No segundo caso, utilizou-se umaadatir
de biogas em periodos de tempo regulares e novaroenfirmou-se o ponto de equilibrio e foi verilcaque
apos esse ponto a produgdo de biogas e o cresoidesmbactérias tornam-se estaveis.

Palavras ChavesBiodigestor, modelo matematico, simulacéo, estddule, simulagdo.

ABSTRACT

This article aims to present a mathematical mod@isded for urban biodigister. For this work, iaity, a
theoretical study about the biodigister, mathenahticodels representing this process, autonomousragsand
stability they was carried out. Second, a simpifien of the mathematical model describing the psscof a
biodigister, the adjustment of the non-model patenseas well as an analysis of the stability efslistem and
the behavior of the solution found, together whik graphs for a Quantity of bacteria and biogaslymction.
As simulations were performed in two moments: raghs removal and with biogas removal. In the Giese,
through the graph, we analyzed the production ef&s and the growth of bacteria, in quality it wasfirmed
that the break-even point for maximum growth oftbda and maximum production of biogas. In the selco
case, a biogas withdrawal was usedegular time periodghe equilibrium was again confirmed and it was
verified that after that point the biogas productamd the growth of the bacteria became stable.

Keywords: biodigister,mathematical model, simulation, stability, simdati

1. INTRODUCAO

E evidente a grande preocupacédo mundial com relagii@servacido do meio ambiente. A
cada dia, observa-se a incansavel busca por dltemae producédo de energia renovavel que possam
substituir os recursos naturais ndo renovaveiegtéi® em fase de escassez.

Convém lembrar de que o lixo constitui um dos ppiais problemas da sociedade moderna.
Vérias alternativas de solucdo estdo sendo difasdieim maior ou menor escala tais como:
incineragdo, compostagem, usina de reciclagem reo atanitario. Se as duas primeiras fogem ao
amparo do orgcamento municipal pelo elevado custogstalacéo e operacdo, o aterro sanitario tem a
desvantagem de ser uma solucdo provisoria, poisa@wnclusdo do mesmo, o problema volta a
preocupar. Com relacdo aos depositos a céu almertproblemas criados sédo ainda maiores, por
contribuirem de forma expressiva, para poluicaardda adgua e do solo.
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A solucdo mais aceita, no momento, é a usina dielagem gerando, inclusive, varios
empregos para a populacdo de baixa renda. Porémjres operam somente com o lixo sélido, ndo
digerivel como o vidro, plastico, papéis, etc. Restinda substancias organicas das mais diversas,
contidas no lixo domiciliar e que séo constituidas, grande parte, de sélidos volateis, que ndo sao
recicladas nas usinas. Essas poderiam, quase geeanttalidade, serem aproveitadas, mediante
fermentacéo ou digestéo, por meio da bactéria ébiaempara a produgdo de metaCH,), também

chamado de gas dos pantanos e adubo orgéanicoeridqgwcom nitrogénio (humos).

Varias regides do Brasil estdo aderindo a uma mdtesinativa para a producdo de energia
renovavel, o biodigestor, principalmente em regi@ede as caracteristicas funcionais sdo compativeis
com o clima e a cultura agricola. Além do Bragiltros paises do continente europeu tém realizado
programas de disseminacdo e uso de biodigest@msfasar nos paises originarios dos modelos mais
difundidos como a India que possui aproximadamaatmil e a China com mais de oito milhes
(DEGANUTT], et al., 2002)

O biodigestor apresenta-se como uma alternatisoldgdo para o problema do lixo produzido
em grande escala nas zonas rurais e, principalnugioéma, contribuindo para a reducéo da poluicédo
ambiental. Além disso, no processo de biodigesiagas metano produzido e o residuo da matéria
organica depois de fermentada podem ser utilizagbsndustria e na producdo de humus a
agricultura. Esta alternativa € recomendéavel lepssed em conta a falta, cada vez maior, de
combustivel, a necessidade de encontrar fontenaiiteas de energia e o constante empobrecimento
da terra pelo uso continuo de adubos quimicosensiebs agricolas.

No Brasil, estudos envolvendo o uso de biodigestt#m sido utilizados principalmente em
tratamento de efluentes, para melhorar a fertibddel solo e, com isso, aumentar a sustentabilidade
do sistema produtivo, e uso energético do biogdkVA et al, 2012)

Basicamente um biodigestor é formado por um tamiguermentacdo anaerdbica de matérias
organicas, substrato ou biomassa, que produz uncg@abustivel composto essencialmente por
metano, denominado de biogas (BASSANEZZI| e FERREIFI88). Segundo o comunicado técnico
da Embrapa (1981), a variedade de matérias orgarigstratos) que podem ser usados para
alimentar um biodigestor € bem diversificada, tais0, esterco, lixo organico e residuos.

Uma das formas de aproveitamento da fermentac&aolukirato é a producdo de biogas. Ele &
produto resultante da fermentacdo, na auséncia de anatérias organicas, em condi¢cfes adequadas
de umidade. Esse processo € conhecido como digesiderobica e ocorre em duas etapas:
primeiramente € feita uma transformacéo das maeéauiganicas em &cidos gordos, sais ou gas; apos
é feito a transformacdo destes em uma mistura gaswsstituida por metano e didéxido de carbono.
(DEGANUTTI et al, 2002).

Segundo Holm-Nielsen, Al Seadi e Oleskowicz-Pof#6D9), o ciclo de producéo de biogas
representa uma alternativa integrada de producaengegia renovavel, utilizacdo de recursos,
tratamento de residuos orgéanicos e reciclagem istnibdicdo de nutrientes, gerando beneficios
agricolas e ambientais, tias como: producdo degeneznovavel; reciclagem de residuos organicos
barata e ambientalmente saudavel; menos emissoemads com efeito de estufa; reducdo de
patégenos através de saneamento; melhoria danei@iéle fertilizagdo (HOLM-NIELSEN et al.,
1997); menos incobmodo de odores e moscas (BIRKMQ@8&Y7); e vantagens econdmicas para 0s
agricultores.

Neste contexto, este artigo tem por objetivo ppakapresentar a modelagem matematica de
um processo de biodigestdo. Como dados experirsestn considerados os coletados na cervejaria
Brahma, Passo Fundo, RS, antes de seu fechamento.

O artigo esta organizado como segue. Na Secdootdabe a modelagem matematica do
processo de biodigestdo. Na Secao 2 é apresensiai@lacdo numérica deste processo. Ja, na Secéo
3 € apresentada a analise dos resultados obtickimmnkacéo. E, na ultima secdo, sdo apresentadas as
conclusdes a acerca do trabalho exposto.
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2. MODELAGEM MATEMATICA

A traducao de um fendmeno, ou problema de umacsitugeal, em um conjunto de simbolos e
relagbes matematicas, denomina-se modelo matem&iaste pode ser formulado utilizando-se
expressdes numéricas, formulas, diagramas, equalgigsicas, tabelas, entre outros.

A palavra modelo possui varios significados, poréesta pesquisa, sera utilizada a definicao
de Goldbarg e Luna (2005), ou seja, os modeloseg@@sentacdes simplificadas da realidade que
preservam, para determinadas situacdes e enfaguassquivaléncia adequada.

Na literatura técnica sdo encontradas diferen&ssificacdes para a modelagem matematica
de sistemas dinamicos, que dependem do enfoqué dago em seu processo de elaboracdo. Quanto
as propriedades, segundo Goldbarg e Luna (2005maelos podem ser classificados em trés
grupos: modelos icdnicos, modelos analdgicos e lsdambdlicos Observa-se que esta ultima
classificacdo, modelos simbolicos, € a utilizadaneaior intensidade neste trabalho, pois as vasavei
e as respectivas relacdes sado representadasnadiketras, nimeros e outros simbolos, destacado a
relacbes logicas ou as relagdes matematicas, queasadequacdes, por exemplo, algébricas e
diferenciais.

Neste artigo, sdo propostos modelos que considaraariacdo de quantidade de biogas no
interior do biodigestor, que é proporcional a gigmatte de bactérias presentes e sua diminui¢cdo pode
ser traduzida pelo tipo de retirada efetuada. Assistdo relacionadas apenas duas componentes
bésicas de um biodigestor com renovacdo de biomasgameira que representa a quantidade de
bactérias que produzem o biogas e, a segunda preseata a quantidade de biogas produzido que
nao é retirado.

Desta forma, as equacdes que regem estas hip&@satescritas pelo sistema de Equacbes
Diferenciais Ordinarias (EDO), nao linear, dado: por

dx

o TPy "
-
e VA

Na equacéo (1),

X(t) é a quantidade de bactérias anaerobicas;

y(t) € a quantidade de biogas;

t é o tempo;

p e kséo constantes positivas;

F(xX) &€ o termo responsavel pelo fator de inibicdo, doen a variacdo das bactérias,
independentemente da presenca de biogas;

h(y,t) é a funcéo responsavel pelo tipo de retirada algélsique é efetuada.

Observa-se que a representacdo matematica da pwmdie biogas e o crescimento de
bactérias anaerdbicas em um biodigestor, € umeaglsstmodelo presa-predador de Lotka-Volterra
(EDELSTEIN — KESHET, 1988), apresentado inicialneeatn Bassanezzi e Ferreira (1988), no qual
as bactérias anaerdébicas crescem em funcdo dnabimee entra e este crescimento produz o biogas.

Contudo, no inicio ndo ha biogéas, logo ndo h4 psedo termo inibidor, j& a medida que as
bactérias crescem e se alimentam, produzem o biogdsento no qual se estabelece o fator inibidor.

Assim, a analise do sistema apresentado na equagad®mra realizada em dois momentos,
primeiramente considera-se que 0 gas no inicio etidtadentro do biodigestor, e em seguida
considera-se que o gas é retirado do biodigestor.
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2.1. O gés no inicio € mantido no interior do bigéistor.

Neste caso, a funcdo responsavel pelo tipo deadetide biogash(y,t) € igual a zero.

Inicialmente, considera-se que o crescimento dagtias é proporcional a quantidade de bactérias
existentes naquele instante. Desta forma, o sisties@ito na equacao (1) pode ser reescrito naaform

@)

Nesta situacdo, a reta de equilibrio € dadaxpo0, pois ndo existindo bactérias, ndo havera
fermentacgdao.

Na Figura 1 sdo mostradas algumas curvas-solugbetano de fase do sistema apresentado
na equacao (1), tracadas no aplicaaple 13, sendar =2; p= 000k k = 025 Foram, também,
consideradas as seguintes condicbes iniciais(0) =500,y(0)= ; &(0)=250,y(0)=0;
x(0) =1000,y(0) = 0;e x(0) = 30, y(O) 0.
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Figura 1: Curvas-solucdes no plano de fase.

Analisando as curvas-solucdes no plano de fasesaptadas na Figura 1, tem-se uma EDO de
variaveis separaveis, dada por:

X a-py
o« x#0) 3)

Supondo que(0) =x5 >0 e y(0) =0, a solugdo particular é dada por:

x=Ty-Pyzyy (4)

A equacdo (4) fornece as curvas caracteristicagjuags formam o campo vetorial que

representa a relacdo entre a quantidade de bactmaquantidade de biogas, que, neste caso, séo
2

pardbolas. Dessa forma, observa-se que o sisténtge aeu valor maximo emy, (Xg) = xo+g—kp,

a
quandoyy, :E .

Substituindo a equacao (4) na segunda equacastémsi (2) obtém-se:
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dy p. -
7 = - + . 5
YL kx, )

Entdo, a solucédo da equacéo (5), assumindqxquec%, D =+a?+2pk¢ e y(0)=0, é dada por:

* M

Quandot - +wo, y(t), tende ayy, isto é, a produgcdo do gas € limitada. Além disto,
quantidade méxima de bactérias, representada qede&o (7),

4D2e—tDXO
(@-D)-(a+D)e™f

()

é atingida quand<y=g et= iIn( D+ aj_
p D D-a

A partir dos resultados obtidos, € possivel obsegqua a producdo de biogas no interior do
biodigestor é limitada poy,, .
Considera-se, neste momento, que o sistema atadeema equacao (1) pode ser reescrito
conforme:
. x(@-rx-py),x>0
dt
4 (8)
dy_
dt
Na equacao (8)y er sao constantes positivas.
Assumindo que nao ha biogas no inicio da biodigestin-se as seguintes condi¢des iniciais:
X(0) = x, >0 e y(0)=0. Neste caso, os pontos de equilibrio ndo sdodesla
a-—rXx

De fato, para a primeira equacéo do sistema apeskeem (8), tem-se qye >0. E,
para a segunda equacaos 0.
A expressao matematica que representa o plansdefdada pela equacgéao (9)
dx r a p
—+—X===-Y, 9
v TR y 9)
cuja solucéo particular é dada por
X(y =g +p—§—£y+(}le_Ey (10)
r r r
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ondeC; = xg —(m +2pkj.
r

Os pontos criticos da equacao (11) sao obtidostia ga relacéo:

K__P_Tce¥ =0 (11)
dy rk
2
ConsidereA:xo—ﬁ—p_;(, entdo da equagdo (11), obtém-ﬁezéln(—%} Se xo>%,
rr
. a pk Ar? . .
x(y) € sempre decrescente. Desta forma,zT——zln _W fornece a quantidade maxima de
r

;- P +
bactéria. Por um ladg, € limitado, uma vez que a retaszy+ ar 2pk
;

€é uma assintota da curva

x=Xx(y); %>0, Se X < X« e%<0, SEX> X .
dt dt

2.2 O gas é retirado do biodigestor.

A colheita do gas produzido por um biodigestor psde efetuada de varios modos, 0 que é
traduzido pela funcaa(y,t) do sistema apresentado na equacédo (1). Neste artigosiderado o caso

em que a retirada de biogas é proporcional a saatigade no interior do biodigestor, isto é, ontle

€ a taxa de coleta.
O sistema de EDOs quase-linear é dado por:

K- - py

jt (12)
y _

Yo x-py.

dt A

onde: a,p,k, 8 s@o constantes positivas. Os pontos de equildarisistema, apresentado na equacao

(12), s&0 (0,0) %“—f”,ﬁj.
kp p
Neste momento, lineariza-se o sistema apresentad®2), para tanto considerase0, isto

é:
dx
EZO’X,
g (13)
y _
=k - By
ot By

Do sistema linearizado, apresentado em (13), tero-polindmio caracteristico dado por
PU) =X +(B-a)A-aB, cujas raizes sdlp=a e A, =-2.
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O ponto de equilibrio (0,0) € um ponto de sela.t®&lesnto o sistema é instavel. Logo, (0,0)
nao é um ponto de interesse, visto que procuraiserp ponto estavel.

Desta forma, analisa-se a estabilidade do p%&,g} Para tanto, admite-se que-u +c|:—ﬂ
p p p

e y:v+g, ou seja, sera demonstrado que pequenas pertagbadd alteram a natureza do ponto
P

critico.
Assim tem-se o0 sistema apresentado na equacdoe(i2pdificado em (13), € reescrito
conforme:

L —%v— puv,

(‘j't (14)
\/

— =ku-pv

dt A

As raizes da equacdo caracteristica correspondeme sistema linearizado sao

_-BypB%-4ap

A= . . Se 2 -4aB >0, tem-se um nédulo e s8° - 4aB3 <0, obtém-se uma espiral.

Portanto,(i—'g,gJ sera assintoticamente estavel e a aceleracast@msi para este ponto € positiva,
p

. d% ,Baj
iIsto é— -pX kx—=—1>0.
dt? [y=2 X{ p

p

2
Se x<& ocorre um ponto de minimo para=x(t), e se x>&, entéod—zx a <0,
kp kp dt* |v=)

ocorrendo um ponto de maximo. E, finalmente, quandoc, x(t) - 'B—kg e y(t) - 2 Em outras

p
palavras, para que o sistema se mantenha estawegsoimento das bactérias sera limitado e a
guantidade de biogas retirado também sera limitada.

3. SIMULACAO NUMERICA NO MATLAB/SIMULINK = ®

Para o ajuste dos modelos, descritos no item antéoram considerados os dados coletados
no biodigestor da fabrica da cerveja Brahma, P&ssmlo, RS, antes do fechamento da fabrica, na
década de 90.

Para a simulacdo, os valores para as constant@s:far= 2,p= 0001 k=025 e £ =1.

Como condigdes iniciais tem-se gug =30 ml de substrato g/, = .0Além disto, considera-se uma

retirada por dia de biogas. Os dados aqui coreider foram obtidos das entrevistas com o0s
responsdveis pela coleta e manutencao do biodigéspartir das planilhas de dados, foi considerada
a média dos valores encontrados, excluindo-se orraa menor valor coletado.

Nas figuras 2 e 3 s&o apresentados os diagramasates construidos no MatLab/Simulfhk
representando os modelos de producdo de biogasesimento de bactérias anaerdbicas,
considerando sem e com retirada de biogas, respewnte.
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- dx

taxs var bactérias

= x
R ] bactérias
™ =
alfa - Integrator
S
-
ri= 0.001 Froduct
P
o5 LT, e ¥
Lj{ 0.25 - p
Integratori Biogas
ke
g dy

taxa var gas

Figura 2: Diagrama de blocos para o modelo semadztide gés.

taxa var bactérias

bactérias
- 1
E
alfa - Integrator .
Lol
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1
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Bicgas

L4
1
dy

beta taxs var gas

Figura 3: Diagrama de blocos para 0 modelo comadside gas.

4. RESULTADOS DA SIMULACAO

O crescimento maximo das bactérias, sem retiradgadeé atingido quando tem-se 8000 ml
de substrato e 2000 ml de biogéas, ponto no quigtensa entra em equilibrio.

A producdo maxima de biogas ocorre entre a tereeqqaarta hora, e depois disto a producao
tende a se estabilizar em aproximadamente 400@ roiodjas. E, o crescimento das bactérias, por sua
vez, ocorre no intervalo de 0 a aproximadamenteh3 &tingindo seu valor maximo em 8000 ml.
Apoés, decrescem, tendendo a extingdo em aproximatens h.
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Estas constatacdes podem ser observadas atravéggutla 4, sendo que a curva azul
representa o comportamento das bactérias anaes@biaacurva vermelha, a producédo de biogas no
interior do biodigestor.

9000 : : : :
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3000
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1000

0 i i i i
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Figura 4: Crescimento de bactérias e a produc@iodgés em relagdo ao tempo, sendo:
a=2, p=0001 k=025,5=1, x(0)=30 € y(0)=0.

A relacdo entre tempo e biogas, levando-se emidemagdo uma retirada de gas, esta
representada na Figura 5. Da mesma forma, a cantaepresenta o comportamento das bactérias e a
curva a vermelha ilustra a producao de biogas tevian do biodigestor.
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Figura 5: Crescimento de bactérias anaerébicastanar do biodigestor e producao de biogas, cdirada de biogas,

sendo:a =2, p= 0001, k=025,8=1, x(0)=30 e y(0)=0.

Apés, as bactérias apresentam um crescimento mi@itandem a estabilizar seu crescimento
em 8000 ml. O ponto de equilibrio assintotico dbesna esta representado na Figura 6.
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Figura 6: Comportamento assintético do sistema agsa-gas
5. CONCLUSOES

Os modelos apresentados, apesar de simplificaglmgsentam o processo de biodigestdo e de
producao de biogas, considerando a concentragéalido substrato.

Neste artigo foi apresentados o ajuste e a simuldedum modelo para o processamento do
substrato, decorrente da fermentacdo da bacté&r@via a partir da decomposicéo. Verificou-se, o
que apds o ponto de equilibrio a producéo de biegésrescimento das bactérias tornam-se estaveis.

A composicao das bactérias que atuam na fermenthc8obstrato, assim como o processo de
formacdo do biogas séo extremamente complexosarRoyto modelo requer um aprimoramento
considerando a variacdo de outros parametros ncegso da biodigestdo, ou seja, considerar as
relacdes estequiométricas entre os diferentes coemp@s que compdem a biodigestdo e o préprio
biogas, as reacfes cinéticas, as caracteristicasatly, entre outras.
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