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RESUMO

Com o proposito de simplificar a obtencéo dos esforgos internos e deformagdes em lajes nervuradas em concreto
armado, um método utilizado é a analogia de grelha. Tal método caracteriza-se pela anélise de elementos de
barras com pardmetros de rigidezes equivalentes. Este estudo tem por objetivo propor pardmetros para ajuste do
momento de inércia a tor¢do equivalente, a fim de empregar a analogia de grelhas para anélise estrutural de lajes
nervuradas. Os parametros de ajuste foram definidos a partir da modelagem de lajes nervuradas pelo método dos
elementos finitos (MEF) com relac¢des entre lados (Lx/Ly) de 1, 1,5 e 2 e diferentes vinculos de apoio. Os dados
de referéncia foram determinados a partir da modelagem numérica e comparados aos obtidos pelo método de
analogia de grelha. A partir da anélise e comparacdo entre os modelos, foram estabelecidos valores para 0s
pardmetros de ajuste das propriedades geométricas. Propde-se que o valor do momento de inércia a torgéo
atribuido as barras da grelha, deva ser 16% do valor do momento de inércia a torgdo obtido a partir da secéo
transversal da nervura da laje. Alternativamente, o valor do momento de inércia a tor¢éo atribuido as barras da
grelha, pode assumir o valor de 72% do momento de inércia a flexdo da se¢do transversal da nervura. Estas
proposicOes aplicam-se a todas configuracdes de lajes estudadas, contribuindo assim para a aplicabilidade do
método de analogia de grelha na anélise de lajes nervuradas.
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ABSTRACT

In order to simplify the obtaining of the internal stresses and deformations in ribbed slabs in reinforced concrete,
a method used is the grillage analogy. This method is characterized by the analysis of bar elements with
equivalent stiffness parameters. This study aims to propose parameters for adjusting the moment of inertia to the
equivalent torsion, in order to use the grillage analogy for structural analysis of ribbed slabs. The adjustment
parameters were defined from the finite element method (MEF) slabs modeling with relationships between sides
(Lx / Ly) of 1, 1,5 and 2 and different support links. The reference data were determined from numerical
modeling, compared to those obtained by the grillage analogy method. From the analysis and comparison
between the models, values were established for the adjustment parameters of the geometric properties. It is
proposed that the value of the moment of inertia to the torsion attributed to the bars of the grid should be 16% of
the value of the moment of inertia to the torsion obtained from the cross section of the groove of the slab.
Alternatively, the value of the moment of inertia to the torsion attributed to the grillage bars may assume the
value of 72% of the moment of inertia to flexure of the cross section of the groove. These propositions apply to
all configurations of slabs studied, thus contributing to the applicability of the grillage analogy method in the
analysis of ribbed slabs.

Keywords: Grillage Analogy; Waffle Slabs; Finite Element Method.
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1. INTRODUCAO

Os sistemas estruturais em concreto armado devem ser projetados a fim de atender aos requisitos
de uso, considerando as exigéncias das normas técnicas vigentes. Cabe ao engenheiro projetista a tarefa
de especificar os elementos capazes de suportar as solicitagdes impostas com o menor consumo de
material, prezando por um projeto econémico e sustentavel.

A utilizacdo de lajes nervuradas em concreto armado apresenta-se como uma solucéo largamente
empregada para vencer vaos de pavimentos. Segundo Stramandinoli (2003), as lajes nervuradas séo
compostas por uma série de vigas, solidarizadas entre si pela mesa, que revelam um comportamento
estatico intermediario entre laje macica e grelha. Aradjo (2014) salienta que as lajes nervuradas sdo
caracterizadas pela substituicdo do concreto abaixo da linha neutra por um material inerte, constituindo
assim um conjunto de vigas que se cruzam. Dessa forma, além de reduzir o peso proprio, ha um melhor
aproveitamento do aco e do concreto em relacdo as lajes macicas, que apresentam concreto armado em
toda sua secdo transversal.

Para a obtencdo dos valores dos esforcos internos e das deformacdes em lajes de concreto
armado é possivel empregar um método simplificado e analogo a uma grelha de vigas. Este método,
conhecido como analogia de grelha, caracteriza-se pela substituicdo da laje plana, que é um elemento
de placa, por uma malha de vigas, que séo elementos de barra, com propriedades da secédo transversal
equivalentes.

A Norma ABNT NBR 6118:2014 em seu item 14.7.7, para a obtengéo de esforgos solicitantes,
permite considerar as lajes nervuradas bidirecionais como lajes magcicas. Apesar da possibilidade de
analisar as lajes nervuradas como lajes macicas de altura equivalente, considera-se relevante a utilizagéo
de um método mais representativo para avaliar adequadamente o comportamento desses elementos,
como o0 método de analogia de grelha. Havendo diferente maneiras de avaliar, Montoya et al (1973)
propuseram adotar o valor da inércia a torgdo (/.) como o dobro da inércia a flexdo (I;) para analise de
lajes macicas ao utilizar o método da analogia de grelha. Enquanto que Coelho (2000), indica que a
relacdo entre as inércias a torcdo e a flexao varia entre dois e trés, de acordo com o tipo de analise a ser
realizada. Outro procedimento para analise de lajes é o Método dos Elementos Finitos (MEF), que
segundo Lotti et al (2006), consiste na discretizacdo de um meio continuo em pequenos elementos,
mantendo as mesmas propriedades originais.

Deste modo, este estudo tem como objetivo propor, através da aplicacdo do MEF, parametros
para ajuste do valor do momento de inércia a tor¢do equivalente empregado no método da analogia de
grelha para analise estrutural de lajes nervuradas.

2. METODOLOGIA

Com a finalidade de estabelecer parametros geométricos para analise estrutural de lajes
nervuradas, através do método da analogia de grelha, uma pesquisa fundamentada em estudos validados
anteriormente foi realizada a fim de verificar as recomendac6es de outros autores referentes ao tema.
Posteriormente, modelos computacionais foram implementados em um software que utiliza o Método
dos Elementos Finitos.

A determinacdo dos parametros geometricos deu-se através da andlise de lajes com nervuras
bidirecionais espagadas a cada 48 cm, como mostra a Figura 1. Os parametros fisicos do material
concreto armado foram estimados em 23800 MPa para o médulo de elasticidade longitudinal (E), 9917
MPa para modulo de elasticidade transversal (G) e 0,20 para o coeficiente de Poisson (v). Para o
carregamento, foi considerado uma carga permanente de 3,50 kN/m?e uma carga variavel de 2,00 kN/m?
uniformemente distribuido na superficie da laje.
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Figura 1 - Detalhamento da laje nervurada (a) e secdo transversal da nervura (b) — unidades em cm.

Para o emprego da analogia de grelha as propriedades geométricas das barras que a
compdem devem ser previamente definidas. Desse modo, a partir da secéo transversal da nervura,
calculou-se 0 momento de inércia a flexdo e 0 momento de inércia a torcao, para atribuir estas
caracteristicas as barras da grelha. Para a secdo transversal em estudo, os valores calculados
resultaram em 10667 cm* para 0 momento de inércia a flexdo e 48213 cm* para 0 momento de
inércia a torgéo.

No presente estudo foram implementados trés modelos de lajes nervuradas, com relacdes
entre lados (Lx/Ly) de 1, 1,5 e 2, sendo que para cada uma das relagdes foram adotados cinco
diferentes vinculos de bordas, como mostra a Figura 2.
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Figura 2 - Modelos das lajes.

As diferentes configuracdes de lajes foram analisadas pelo Método dos Elementos Finitos
com a utilizacdo do software ANSYS, comparando modelos de lajes tridimensionais compostas por
elementos sélidos, conforme Figura 3(a), com lajes discretizadas em elementos de barras, como
mostra a Figura 3(b). Para a analise do modelo tridimensional foi adotado o elemento SOLID186,
indicado na Figura 4(a), que apresenta vinte nds com trés graus de liberdade por nd. Para a analogia
de grelha, foi empregado o elemento de barra BEAM188, que possui dois nés com seis graus de
liberdade por no, apresentado na Figura 4(b).
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(a) (b)

Figura 3 — Modelagem da laje por elemento sélido (a) e por elemento de barra (b).

(b)

Figura 4 - Elemento SOLID186 (a) e elemento BEAM188 (b).

A partir da implementagdo no software ANSYS, obteve-se momentos fletores e
deslocamentos maximos para cada configuracdo de laje. Para 0 modelo em elemento sélido, os
valores dos momentos méaximos foram determinados através das maximas tensfes superiores e
inferiores, conforme Equacéo (1).

-4+

onde:

M = momento fletor maximo

I = momento de inércia a flexao da nervura

o, = tensdo maxima na face superior

o; = tensdo méaxima na face inferior

y, = distancia da face superior ao centro de gravidade
y, = distancia da face inferior ao centro de gravidade

A aplicacdo do método da analogia de grelha requer a atribuicdo de valores das
propriedades da secdo transversal, em especial os momentos de inércia a torcdo e a flexdo
equivalente e capaz de representar fisicamente o comportamento das nervuras da laje. Sendo
assim, foram propostas duas alternativas para ajuste do valor do momento de inércia a torcao: No
primeiro, o valor do momento de inércia a tor¢ao para a barra da grelha é obtido multiplicando o
momento de inércia a tor¢do da nervura pelo parametro de ajuste o. Na segunda alternativa, o
valor do momento de inércia a tor¢do é obtido multiplicando o0 momento de inércia a flexdo da
nervura pelo pardmetro de ajuste 3, como expressa as Equacdes (2) e (3).

It, == a[t (2)

It, = .Blf (3)
onde:
I;' = momento de inércia a tor¢do ajustado para a barra da grelha;
a = parametro geomeétrico de ajuste;
I, = momento de inércia a tor¢do da nervura;
B = parametro geométrico de ajuste;
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I = momento de inércia a flexao da nervura.

Para a determinacdo destes parametros, os resultados obtidos a partir do elemento sélido
foram adotados como referéncia para analise, e comparados aos gerados a partir da analogia de
grelha. A andlise foi iniciada pela laje com relagdo Lx/Ly igual a 2, com as bordas simplesmente
apoiadas, adotadando-se a inércia a tor¢cdo como o dobro da inércia a flexao, conforme proposto
por Montoya (1973). Posteriormente esse parametro foi sendo ajustado até obter-se resultados
semelhantes e aceitaveis entre o modelo de barras pela analogia de grelha e o modelo
tridimensional em elemento sélido. Os pardmetros obtidos a partir dessa configuracdo de laje
foram aplicados nos demais modelos propostos, possibilitando assim a determinagédo dos valores
dos parametros a e P.

3. ANALISE DOS RESULTADOS

A partir dos resultados definiu-se que o parametro de ajuste o representa 16% do valor do
momento de inércia a torcdo da secdo transversal da nervura da laje. Alternativamente foi
estabelecido que p deve ajustar em 72% do momento de inércia a flexdo da mesma se¢do. Esses
valores atribuidos aos parametros mostraram-se apropriados para todas as relaces entre lados e
vinculagdes analisadas.

Os valores obtidos com a aplicagdo dos parametros o=0,16 e 3=0,72 estdo apresentados
nas Tabelas 1, 2 e 3, conforme as diferentes relagcdes Lx/Ly analisadas. Os valores extraidos para
momento fletor maximo, apresentados em kN.m, foram considerados a cada 48 cm.

Tabela 1 - Valores de momentos fletores (kN.m) e deslocamentos (mm) para laje com relagéo Lx/Ly=2.

Elemento .
— Diferenca
Solido Barra

A Momento fletor 7,49 7,62 1,74%
Deslocamento 7,14 7,13 0,12%

8 Momento fletor 6,93 7,1 2,39%
Deslocamento 6,61 6,66 0,76%

3 . Momento fletor 4,46 4,55 1,91%
S Deslocamento 3,16 3,14 0,89%
b Momento fletor 4,31 4,46 3,38%
Deslocamento 3,09 3,08 0,18%

E Momento fletor 2,58 2,62 1,60%
Deslocamento 1,51 1,47 3,04%

Tabela 2 - Valores de momentos fletores (KN.m) e deslocamentos (mm) para laje com relagéo Lx/Ly=1,5.
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Elemento .
— Diferenca
Solido Barra

A Momento fletor 6,28 6,55 4,33%
Deslocamento 6,08 6,15 1,17%

B Momento fletor 5,12 5,38 5,05%
Deslocamento 4,99 5,09 1,89%

3 . Momento fletor 4,17 4,35 4,21%
~ Deslocamento 3,01 3,01 0,27%
b Momento fletor 3,75 3,97 5,89%
Deslocamento 2,73 2,76 1,08%

£ Momento fletor 2,29 2,41 5,18%
Deslocamento 1,37 1,36 1,44%

Tabela 3 - Resultados de momentos fletores (kN.m) e deslocamentos (mm) para laje com relagdo Lx/Ly=1.

Elemento
— Diferenca
Solido Barra

A Momento fletor 3,71 3,64 1,97%
Deslocamento 3,48 3,51 0,80%

B Momento fletor 2,99 3,13 4,54%
Deslocamento 2,19 2,21 0,53%

§ c Momento fletor 2,99 3,13 4,54%
S Deslocamento 2,19 2,21 0,53%
b Momento fletor 2,27 2,26 0,27%
Deslocamento 1,60 1,62 0,71%

E Momento fletor 1,39 1,35 2,65%
Deslocamento 0,83 0,80 3,83%

4, CONCLUSOES

Para analise estrutural de lajes, pelo método da analogia de grelha, usualmente 0 momento
de inércia a torcdo aplicado a barra € estabelecido como o dobro do valor do momento de inércia
a flexdo. Verifica-se que os estudos que recomendam adotar essa relagdo referem-se
principalmente a andlise de lajes macicas, sendo que poucas pesquisas existem para lajes
nervuradas. Nesse contexto, para aplicacdo do método da analogia de grelha para lajes nervuradas
bidirecionais, a determinagdo de pardmetros de ajuste do momento de inércia a tor¢do mostra-se
pertinente.

Portanto, a partir deste estudo, recomenda-se atribuir para 0 momento de inércia a torcao
das barras da grelha, o valor de 16% do momento de inércia a tor¢éo, obtido a partir da secao
transversal da nervura da laje, ou alternativamente o valor de 72% do momento de inércia a flexao
da mesma secao.

A aplicacdo desses parametros apresentou um padrdo de comportamento para analise dos
momentos fletores e deslocamentos méximos de todos os modelos analisados. A diferenga entre
os resultados obtidos com o elemento sélido e com o elemento de barra pode ser considerado
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aceitavel, validando assim o propdsito do estudo. Ressalta-se ainda que a intencdo deste estudo
ndo é estabelecer um padrdo absoluto, mas sim fornecer alternativas de calculo ao projetista.

O presente estudo avaliou 0 comportamento de lajes nervuradas bidirecionais através de
métodos de andlise computacional. Como prosseguimento deste estudo sugere-se executar
modelos experimentais para validacdo dos valores propostos para o e 3, além de considerar outras
dimensGes de nervuras e a consideracdo da influéncia de vigas de borda.
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