
Revista Brasileira de Computação Aplicada, Abril, 2020

DOI: 10.5335/rbca.v12i1.10067
Vol. 12, No 1, pp. 95–103
Homepage: seer.upf.br/index.php/rbca/index

ART I GO OR I G INAL

Estudo numérico da difusão unidimensional transiente
empregando o Cálculo Fracionário

Numerical study of transient one-dimensional di�usion
employing the Fractional Calculus

Jaque Willian Scotton1, Julian Moises Sejje Suarez2, Antonio Gledson Oliveira
Goulart2

1Programa de Pós-Graduação em Modelagem Computacional, Universidade Federal do Rio Grande, 2Instituto deMatemática, Estatística e Física, Universidade Federal do Rio Grande
*jaquewillian@gmail.com, jul.sejje@gmail.com, antonio.goulart@gmail.com
Recebido: 10/10/2019. Revisado: 08/01/2020. Aceito: 21/03/2020.

Resumo
No presente trabalho, são apresentados os resultados obtidos em simulações numéricas do problema da difusãounidimensional transiente de um escalar passivo onde, diferentemente das abordagens tradicionais, emprega-seuma versão fracionária no espaço e no tempo da equação governante do problema. Na realização do estudo, sãoconsideradas as derivadas fracionárias de Riemann-Liouville e o problema foi resolvido pelo Método das DiferençasFinitas, com o objetivo de veri�car como os per�s de solução são in�uenciados pelas ordens das derivadas. Dentreos resultados obtidos, veri�caram-se alterações signi�cativas nos per�s de concentração para diferentes valoresda ordem das derivadas, α, contidos no intervalo (0, 1), evidenciando o grande potencial dos modelos fracionáriosna modelagem de problemas nos quais os tradicionais modelos com derivadas de ordem inteira não são capazesde representar com a precisão que se necessita.
Palavras-Chave: Simulação numérica; Difusão unidimensional; Derivadas fracionárias; Riemann-Liouville;Diferenças Finitas.
Abstract
This paper presents the results obtained in numerical simulations of the transient one-dimensional di�usionproblem of a passive scalar where, unlike the traditional approaches, we employ a fractional space and timeversion of the governing equation of the problem. In the study, the Riemann-Liouville fractional derivativeswere considered and the problem was solved by the Finite Di�erence Method, in order to verify how the solutionpro�les are in�uenced by the orders of the derivatives. Among the obtained results, we veri�ed signi�cantchanges in the concentration pro�les for di�erent values of the order of derivatives, 0 < α < 1, showing the greatpotential of the fractional models in the modeling of problems in which the classical models are not able torepresent as accurately as needed.
Keywords: Numerical simulation; One-dimensional di�usion; Fractional derivatives; Riemann-Liouville; FiniteDi�erences.
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1 Introdução
A difusão unidimensional transiente é um problemaclássico em estudos de transferência de calor, com apli-cação prática no fenômeno da condução de calor emuma barra, por exemplo, cuja solução analítica para adistribuição de temperaturas pode ser obtida por sériesde Fourier (Butkov, 1978, Kreyszig, 2009).
A equação governante desse problema, no entanto,não é adequada para modelar sistemas onde ocorredifusão anômala, como a difusão em plasmas (Berry-man, 1977), a difusão em fractais (Stephenson, 1995),o transporte de �uidos em meios porosos (Spohn, 1993)e o estudo da energia vibracional em proteínas (Yu andLeitner, 2003), entre outras aplicações. Esse tambémé o caso, por exemplo, da difusão turbulenta, a qual,conforme veri�cado por Richardson (1926), tem umcaráter superdifusivo. Em seus estudos, Richardson, aomedir as variações nas espessuras de plumas liberadaspor chaminés em campos de velocidades turbulentas,observou que as larguras das plumas cresciam segundouma lei de potência do tipo tα, com α ≥ 3, diferente-mente do que ocorre em fenômenos comuns de difusão,onde α = 1.
Nesse âmbito, muitos trabalhos foram desenvolvidosnos últimos anos, como os de Meerschaert and Tadjeran(2004), Momani (2007), Liu et al. (2007), Ray (2009),Goulart et al. (2017, 2019), Simmons et al. (2017), Hejaziet al. (2014), Tadjeran et al. (2006), Tayebi et al. (2017),modi�cando as equações da difusão, ou da advecção-difusão, clássicas, considerando ordens não inteiras nasderivadas dessas equações, a �m de buscar uma melhorrepresentação dos fenômenos de difusão anômala.
Meerschaert and Tadjeran (2004) desenvolveram ummétodo numérico para resolver a equação da advecção-difusão unidimensional transiente, com derivada deordem fracionária no termo difusivo. A modelagemproposta por eles é baseada em aproximações por dife-renças �nitas e permite considerar coe�cientes variá-veis.
Tadjeran et al. (2006) apresentaram uma discretiza-ção da equação da difusão unidimensional transiente,com derivada fracionária no espaço, empregando o mé-todo de Crank-Nicholson com segunda ordem de preci-são no espaço e no tempo. No trabalho, foi consideradaa derivada de Riemann de ordem 1 < α < 2, à esquerda,aproximada pela fórmula de Grünwald deslocada.
Momani (2007) apresentou a solução numérica daequação da advecção-difusão unidimensional com deri-vada fracionária de ordem α no termo transiente e comum termo fonte não linear. A solução foi baseada nométodo da decomposição de Adomian e a derivada fra-cionária tomada conforme a de�nição de Caputo. Doisexemplos foram resolvidos sendo que, no primeiro, fo-ram apresentados os resultados obtidos para diferentesvalores de α, comparando-os com os da solução exata(disponível apenas para o caso α = 1) e, no segundo,um caso especial foi considerado, no qual o métododa decomposição de Adomian levou à solução exata doproblema.
Liu et al. (2007) consideraram a equação da advecção-difusão unidimensional com coe�cientes variáveis e

derivadas de ordem fracionária em todos os termos (se-gundo Caputo, no termo transiente; segundo Riemann-Liouville, nos termos advectivo e difusivo). Para dis-cretizar as derivadas de Riemann-Liouville, utiliza-ram a fórmula de Grünwald padrão no termo advectivo(0 < α < 1) e a fórmula de Grünwald modi�cada notermo difusivo (1 < α < 2). Em suas análises considera-ram dois métodos: um explícito, o qual provaram sercondicionalmente estável e convergente; e um implí-cito, o qual provaram ser incondicionalmente estável econvergente.Ray (2009) resolveu analiticamente a equação da di-fusão transiente, unidimensional e bidimensional, comderivada fracionária de Riemann-Liouville no espaço.No trabalho foi utilizado o Método da Decomposição deAdomian de dois passos, que se distingue do Método daDecomposição clássico por uma pequena alteração narelação recursiva do método, a qual além de acelerar aconvergência, permite que se obtenha a solução exatautilizando apenas duas iterações.Hejazi et al. (2014), por sua vez, analisaram a esta-bilidade e a convergência de um método baseado emVolumes Finitos na solução da equação da advecção-difusão unidimensional com derivada fracionária deordem 1 < α < 2 no termo difusivo.Goulart et al. (2017) avaliaram os desempenhos dedois modelos fracionários - um com coe�ciente de di-fusão constante e outro com coe�ciente de difusão emfunção da distância longitudinal - comparativamenteas suas respectivas versões clássicas (com derivadas deordens inteiras) na representação de casos estacioná-rios de dispersão de contaminantes na atmosfera. Notrabalho, aplicaram derivas de Caputo nos termos ad-vectivos das equações e veri�caram que as modelagensfracionárias forneceram resultados signi�cativamentemelhores do que as modelagens clássicas.Tayebi et al. (2017), por sua vez, apresentaram ummétodo semmalha para resolver a equação da advecção-difusão bidimensional e transiente, considerando a de-rivada fracionária de Caputo no termo temporal, tantoconstante, de ordem α, quanto variável, de ordem
α(x, y, t).Simmons et al. (2017) apresentaram uma nova dis-cretização, baseada no Método dos Volumes Finitos,da equação da difusão unidimensional transiente, comderivada de ordem fracionária no espaço. No estudo, foiempregada a de�nição integral da derivada fracionáriade Riemann-Liouville (a discretização da derivada foifeita escrevendo a integral como um somatório) e o mé-todo foi desenvolvido visando a aplicação em malhasnão uniformes. Eles também consideraram um casoteste, onde o termo advectivo foi incluído na equação,porém sem derivada fracionária, quando compararamas soluções obtidas empregando uma malha uniformecom outra não uniforme e veri�caram que a malha nãouniforme se mostrou sensivelmente mais precisa emrelação a uma solução de referência.Goulart et al. (2019) generalizaram o trabalho deGoulart et al. (2017), parametrizando também o �uxode concentração com derivada de ordem fracionária.No trabalho, mesmo considerando o coe�ciente de di-fusão turbulenta e a velocidade do vento constantes,
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veri�caram que a modelagem fracionária forneceu re-sultados muito bons quando confrontados com dadosexperimentais. Outro importante resultado do estudofoi a inferência de que pode haver uma relação entre aordem da derivada e a estrutura física da turbulência,já que quando houve predominância da energia mecâ-nica no �uxo turbulento todos os experimentos forammelhor descritos por α = 0.72 e quando houve predomi-nância da energia devida à convecção térmica, os dadosexperimentais foram melhor descritos por α = 0.80.
Como pode-se veri�car, a grande maioria dos tra-balhos citados foi desenvolvida visando o desenvolvi-mento e a análise de métodos numéricos para a reso-lução das equações diferenciais fracionárias. Apenasalguns concentraram-se nas aplicações práticas dosmodelos fracionários. No presente trabalho, porém,apresenta-se uma versão fracionária da equação dadifusão unidimensional transiente com derivadas deordem 0 < α < 1 no tempo e no espaço e os resultadosobtidos em simulações numéricas realizadas empre-gando o Método das Diferenças Finitas, com o objetivode veri�car como os per�s de solução são in�uenciadospelas ordens das derivadas na difusão de um escalarpassivo, estudo que não tem qualquer referência di-reta na literatura, sendo portando um trabalho original.Nesse estudo são consideradas derivadas fracionáriassegundo a de�nição de Riemann-Liouville, discretiza-das pela fórmula de Grünwald-Letnikov.

2 Difusão unidimesional transiente

A equação da difusão unidimensional transiente clás-sica é dada por
∂C
∂t =

∂

∂x

(
K∂C
∂x

)
(1)

onde: x é a coordenada espacial [L], t é a coordenadatemporal [T], C = C(x, t) é a concentração [ML–3] e K é ocoe�ciente de difusão [L2T–1].
Uma versão com derivada fracionária da Eq. (1) é

∂αC
∂tα =

∂

∂x

(
K∂

αC
∂xα

)
(2)

onde: ∂αC/∂tα e ∂αC/∂xα são as derivadas de Riemann-Liouville, à esquerda, de ordem 0 < α < 1.
No caso especí�co do coe�ciente de difusão ser cons-tante, pode-se ainda reescrever a Eq. (2) como

∂αC
∂tα = K

∂

∂x

(
∂αC
∂xα

)
. (3)

É interessante observar que, se α = 1, a Eq. (3) podeser reescrita como
∂C
∂t = K

∂2C
∂x2 (4)

que é a equação do calor unidimensional. Entretanto,

uma vez que a relação
∂

∂x

(
∂αC
∂xα

)
= ∂1+αC
∂x1+α (5)

não é válida para toda função quando α é um númerofracionário qualquer, optou-se por manter a equaçãogovernante do problema na forma dada pela Eq. (3).Para fechar o problema, é preciso ainda de�nir o domí-nio e as condições inicial e de contorno. Nesse trabalho,considera-se o domínio [0, L]× [0,T], a condição inicial
C(x, 0) = f(x) (6)

e as condições de contorno de Dirichlet
C(0, t) = C0 (7)
C(L, t) = CL (8)

onde: C0 e CL são constantes.

3 Sobre as derivadas fracionárias

Uma das principais diferenças entre os operadoresdiferenciais de ordem inteira e os de ordem fracioná-ria está no fato de que, enquanto os de ordem inteirasão operadores locais, os de ordem fracionária são nãolocais e as derivadas fracionárias de uma função f emrelação a x, num ponto x0 em [a, b], por exemplo, depen-dem dos valores de f em todo o intervalo [a,b] ([a, x0]no caso de derivada à esquerda; [x0,b] no caso de de-rivada à direita). No caso da derivada fracionária notempo, em particular, tem-se que a derivada da fun-ção num determinado instante t depende de todos osinstantes anteriores a partir do inicial, levando ao quepode-se chamar de efeito de memória sobre os cálculosdas derivadas. Essa característica de não localidade dosoperadores é de grande importância para problemas dedifusão anômala, os quais conforme (Camargo and Oli-veira, 2015, Podlubny, 1999, Zhou, 2014, Sabatier et al.,2007), podem ser modelados por equações diferenciaisfracionárias.
Há diversas de�nições para as derivadas de ordensfracionárias e aqui são apresentadas algumas delas.A derivada fracionária de Riemann-Liouville de umafunção f em um ponto x em [a, b], à esquerda, é de�nidapor (Samko et al., 1993)

RLDαa+f(x) = 1
Γ(n – α)

dn
dxn

∫ x
a

f(ξ)
(x – ξ)α–n+1 dξ (9)

onde: n = [α] + 1,α ∈ R∗+, x > a e Γ(·) é a função Gama,que é uma generalização da generalização do cálculode fatoriais para valores não pertencentes ao conjuntodos números naturais. Essa é, sem dúvida, uma dasde�nições de derivadas fracionárias mais utilizadas e,como se pode observar na Eq. (9), trata-se de umaderivada de ordem inteira de uma integral fracionária.
Outra de�nição de derivada fracionária muito uti-lizada é a derivada de Caputo, a qual é de�nida, à es-
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querda, por
CDαa+f(x) = 1

Γ(n – α)
∫ x
a

f(n)(ξ)
(x – ξ)α–n+1 dξ (10)

onde: n = [α] + 1,α ∈ R∗+, x > a. É interessante ob-servar que a grande diferença entre as de�nições deRiemann-Liouville (Eq. (9)) e de Caputo (Eq. (10)) estána ordem das operações de derivação e de integração.Essa simples alteração, no entanto, faz com que a de-rivada fracionária de Caputo de uma função constanteseja zero, algo que não ocorre na de�nição de Riemann-Liouville. Além disso, as condições iniciais para asequações diferenciais fracionárias com derivadas de Ca-puto são de ordem inteira, o que possibilita a rigor umamelhor interpretação física (Podlubny, 1999).
Outra de�nição de derivada fracionária de grandeutilidade na solução de problemas numéricos é a deri-vada de Grüwnald-Letnikov, a qual, à esquerda, em umintervalo [a,b] em que x é um ponto desse intervalo, édada por (Samko et al., 1993)

f(α)a+ (x) = lim
∆x→0+

1
∆xα

x–a
∆x∑
k=0
(–1)k

(
α

k

)
f(x – k∆x) (11)

onde: α ∈ R∗+, x > a.
É importante mencionar que para uma grande classede funções que aparecem em problemas físicos reais eem aplicações de engenharia, as de�nições de Riemann-Liouville e de Grünwald-Letnikov são equivalentes,o que permite a utilização da de�nição de Riemann-Liouville durante a formulação do problema e o em-prego da de�nição de Grünwald-Letnikov na obtençãoda solução numérica (Podlubny, 1999).
Além das formulações apresentadas, há outras quemerecem ser mencionadas, como a derivada fracioná-ria de Hilfer, que interpola as derivadas de Riemann-Liouville e de Caputo, a de Riesz, que tem sido muitoempregada em equações diferenciais com derivadas fra-cionárias no espaço, a de Weyl, a de Hadamard e a deMarchaud, cujas de�nições, além de outras, podem serencontradas em Miller and Ross (1993), Samko et al.(1993), Podlubny (1999) e Hilfer (2000).

3.1 Discretização pelo Método das Diferenças
Finitas

Seja a malha espacial xi = ih para i = 0, 1, ...M com
h = L/M, e a malha temporal tn = nτ para n = 0, 1, ...,Ncom τ = T/N.
A derivada de Grünwald-Letnikov (Eq. (11)) pode seraproximada truncando-se a soma in�nita presente nade�nição e substituindo-se o ∆x pelo passo espacial h.

Assim,
∂αC(x, t)
∂xα ≈ 1

hα
x/h∑
j=0
wα
j C(x – jh, t) (12)

∂αC(x, t)
∂tα ≈ 1

τα

t/τ∑
j=0
wα
j C(x, t – jτ) (13)

onde: os coe�cientes wα
j são calculados pela relação derecorrência (Podlubny, 1999)

wα0 = 1 wα
j =

(
1 – α + 1

j

)
wα
j–1, j = 1, 2, ... (14)

A derivada inteira da Eq. (3) pode ser aproximada detal modo que
∂αC(xi, tn)

∂tα = Kh
[
∂αC(xi+1, tn)

∂xα – ∂αC(xi, tn)
∂xα

]
. (15)

Substituindo as aproximações dadas pelas Eqs. (12)e (13) na Eq. (15), obtem-se
1
τα

n∑
j=0
wα
j C(xi, tn–j) = K

hα+1
i+1∑
j=0
wα
j C(xi–j+1, tn)

– K
hα+1

i∑
j=0
wα
j C(xi–j, tn). (16)

De�nindo P = 1/τα e B = K/hα+1, chega-se ao sistemade equações lineares
B (wα

i –wα
i+1)C(x0, tn) + ... + B (wα1 –wα2 )C(xi–1, tn) +[

Pwα0 + B (wα0 –wα1 )]C(xi, tn) + (–Bwα0 )C(xi+1, tn) +
Pwα1 C(xi, tn–1) + ... + Pwα

nC(xi, t0) = 0 (17)
onde: i = 1, 2, ...,M – 1 e n = 1, 2, ...N, C(x0, tn) = C0,
C(xM, tn) = CL e C(xi, t0) = f(x).
Note que para α = 1, o sistema reduz-se a

(–B)C(xi–1, tn) + (P + 2B)C(xi, tn) +(–B)C(xi+1, tn) + (–P)C(xi, tn–1) = 0 (18)
onde: i = 1, 2, ...,M – 1 e n = 1, 2, ...N, C(x0, tn) = C0,
C(xM, tn) = CL e C(xi, t0) = f(x), que é exatamente ositema resultante da discretização da equação clássica(Eq. (4)) pelo Método das Diferenças Finitas onde aderivada de primeira ordem é aproximada por

∂C(x, t)
∂t ≈ C(xi, tn) – C(xi, tn–1)

τ
(19)

e a de segunda ordem por
∂2C(x, t)
∂x2 ≈ C(xi–1, tn) – 2C(xi, tn) + C(xi+1, tn)h2 . (20)
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No presente trabalho, o Método das Diferenças Fini-tas foi implementado em FORTRAN e o sistema linearresultante (Eq. (17)), resolvido pelo Método de Jacobi.Optou-se pela discretização por Diferenças Finitas epela resolução numérica do sistema linear de equaçõesempregando um método implícito pelo fato de traba-lhos como os de Liu et al. (2007) e de Meerschaert andTadjeran (2004) já terem proposto e testado tais meto-dologias, uma vez que tal proposição foge do escopo dopresente trabalho.

4 Resultados e discussões

O problema formado pela Eq. (3) para 0 ≤ x ≤ 10 e
t ≥ 0, com α = 1, K = 1, C0 = CL = 0 e C(x, 0) = f(x), onde

f(x) =
x 0 < x < 5
10 – x 5 < x < 10 (21)

tem a solução analítica dada pela série de Fourier(Kreyszig, 2009)

C(x, t) = ∞∑
n=1
An sin

(nπx
10
)
e
–
(nπ
10

)2
t (22)

onde os coe�cientes de Fourier são

An = 0 se n é par
An = 40

n2π2 se n = 1, 5, 9, ...
An = – 40

n2π2 se n = 3, 7, 11, ...
(23)

A equação da difusão (Eq. (3)), é também chamadade equação do calor, uma vez que governa o problemahomogêneo de difusão unidimensional de calor, em queuma importante aplicação está no estudo da distribui-ção de temperatura em uma barra com seção transversalconstante, de material homogêneo e isolada lateral-mente, de tal forma que o �uxo de calor propaga-seapenas em uma única direção, ao longo da barra (Kreys-zig, 2009).
Para veri�car a modelagem fracionária, faz-se a or-dem α das derivadas ser muito próxima de 1 e compara-se os resultados numéricos obtidos com os resultadosanalíticos do caso clássico, onde α = 1. Nesse pro-cedimento, espera-se que quanto mais próximo de 1esteja o valor de α, mais próximos da solução exata es-tejam os resultados numéricos, desde que a malha sejasu�cientemente re�nada. Na Tabela 1 são apresenta-dos os diferentes re�namentos de malha consideradosnesse trabalho e os erros absolutos máximos entre cadauma dessas malhas e a solução analítica, onde pode-seobservar que quanto mais re�nada é a malha, mais pró-ximos da solução exata estão os resultados numéricos.Havendo a necessidade de uma precisão maior, bastaentão utilizar valores de h e τ menores. A condição deerro absoluto EAb < 3.10–2, porém, já é su�ciente para

os propósitos do nosso estudo. Desse modo, a malha
M5 poderia ser utilizada sem nenhum problema. No en-tanto, optou-se por utilizar a malha com re�namentoum pouco menor (M6), uma vez que o custo computaci-onal não é demasiado em qualquer um dos casos. Essamalha, como pode-se observar na Tabela 1, satisfaza condição de EAb < 2.10–2, o qual corresponde a umerro relativo menor do que 0.9%. Nas simulações, foitomado α = 0.999 e, na solução por séries de Fourier,considerou-se n = 200.Nesse trabalho, foram considerados apenas valoresde t ≤ 6. Isso, entretanto, não signi�ca que as solu-ções próximas de zero não sejam de interesse, apenasselecionou-se esse intervalo porque, para o objetivo dopresente trabalho que é veri�car as diferenças entreas soluções obtidas pelo modelo clássico e pelo modelocom derivadas fracionárias, a visualização grá�ca des-sas diferenças é mais facilmente veri�cada para valoresmaiores.
Tabela 1: Erro Absoluto máximo entre cada malha e asolução exata

Malha h τ EAb máximo
M1 2.5 0.5 4.67.10–1
M2 1.0 0.25 2.06.10–1
M3 0.5 0.1 1.04.10–1
M4 0.25 0.05 5.20.10–2
M5 0.1 0.025 2.26.10–2
M6 0.05 0.01 1.98.10–2

A comparação entre os resultados numéricos obtidoscom a malha mais re�nada (M6) para α = 0.999 e osanalíticos para α = 1 também pode ser observada naFig. 1, onde são apresentados os per�s de concentraçãoao longo de x para diferentes valores de t. Na ima-gem, pode-se observar que ambos os resultados sãorealmente muito próximos, de modo que o processo deveri�cação foi concluído com êxito.Na Fig. 2, por sua vez, são apresentadas as variaçõesnos per�s de concentração para diferentes valores de tquando a ordem das derivadas foi decrescida de 0.999para 0.99. Note que a aparentemente sutil variação de
α em –0.009 já foi su�ciente para causar alteraçõessigni�cativas nos per�s de C, uma vez que os valoresde concentração registrados com α = 0.999, tornaram-se visivelmente menores quando α = 0.99, ao longode todo o domínio para os mesmos valores de t. Essefato pode ser ainda melhor visualizado na Fig. 3 e naFig. 4, onde são apresentados os resultados obtidos paraoutros valores de t e para valores de α ainda menores.No caso da Fig. 3, manteve-se �xo t = 1 e analisaram-se os per�s de concentração em relação a x para dife-
rentes valores de α. É interessante observar que namedida em que a ordem das derivadas foi sendo decres-cida, além dos valores de C também diminuírem, o queveri�cou-se foi uma tendência à assimetria, ainda queleve, nos per�s, principalmente para os valores de αmais baixos. Foram registrados valores de C maioresna metade esquerda do nosso domínio, o que se deveao fato de terem sido consideradas apenas derivadas à
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Figura 1: Veri�cação - Solução Analítica (SA) para
α = 1 e Solução Numérica (SN) para α = 0.999.

Figura 2: Resultados numéricos para α = 0.999 e
α = 0.99 e diferentes valores de t.

esquerda. Dessa forma, se tivessem sido consideradasapenas derivadas à direita, os per�s seriam alterados,com valores de C maiores na metade direita do domí-nio e, se fossem consideradas derivadas à direita e à

Figura 3: Resultados numéricos para t = 1 e diferentesvalores de α.

esquerda com igual peso, teria-se então per�s de con-centração simétricos. Essa característica de assimetriaou simetria já foi também veri�cada em outros traba-lhos, como o de Hejazi et al. (2014). Para os propósitosdesse estudo, porém, o que se quer destacar é o enormeleque de possibilidades que se abre nas modelagens dediferentes problemas ao se considerar derivadas de or-dens fracionárias em vez das tradicionais derivadas deordens inteiras, tornando possível a representação decomportamentos tanto simétricos quanto assimétricos,mesmo que sejam utilizados coe�cientes constantes(como em nosso caso, onde K = 1).
No caso da Fig. 4, por sua vez, são apresentados osresultados numéricos obtidos para diferentes valores de

α em todo o domínio [0, 10]× [0, 6], onde observam-seas variações nos per�s de C ao longo do tempo para cadavalor de α considerado, de α ≈ 1 até α = 0.9 com passo
de 0.02. É interessante observar que cada variação novalor de α, ainda que de apenas 0.02, fez com que osper�s de C fossem sensivelmente alterados, fornecendovalores de concentração signi�cativamente menoressempre que a ordem das derivadas foi reduzida.

5 Considerações �nais

A alteração das ordens α das derivadas para valoressigni�cativamente menores do que 1 causou mudançassensíveis nos per�s de solução, onde veri�cou-se quequanto menores foram essas ordens, menores tambémforam os valores de concentração C ao longo do domínioem x e t. Outro fato registrado foi a assimetria dosper�s de concentração para valores mais baixos de α,
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Figura 4: Resultados numéricos para diferentes valores de α em todo o domínio [0, 10]× [0, 6].
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o que era esperado devido à consideração de derivadasfracionárias somente à esquerda.Há muitas situações práticas que envolvem o fenô-meno da difusão anômala, como é o caso da turbulência,por exemplo. Em tais situações, as equações clássicas(com derivadas de ordens inteiras) não são totalmenteadequadas para serem empregadas nas modelagens. Énesse contexto que emergem então osmodelos fracioná-rios, que se apresentam como valiosas ferramentas narepresentação dos comportamentos que não consegue-se registrar com a precisão que se deseja utilizando-seos modelos tradicionais. Desse modo, estudos comoo aqui apresentado, são de grande importância, nãosomente por se tratar de um assunto em ascensão, masprincipalmente por apresentarem a enorme variedadede situações que podem ser melhor representadas coma alteração das ordens das derivadas, antes inteiras,agora fracionárias, uma vez que essas ordens arbitrá-rias acabam por tornar-se um parâmetro a mais nasequações, possibilitando assim uma melhor represen-tação de determinados fenômenos.
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