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Resumo

No presente trabalho, sdo apresentados os resultados obtidos em simula¢does numéricas do problema da difusdo
unidimensional transiente de um escalar passivo onde, diferentemente das abordagens tradicionais, emprega-se
uma versdo fracionaria no espaco e no tempo da equacgio governante do problema. Na realiza¢do do estudo, sdo
consideradas as derivadas fraciondrias de Riemann-Liouville e o problema foi resolvido pelo Método das Diferencas
Finitas, com o objetivo de verificar como os perfis de solucdo sdo influenciados pelas ordens das derivadas. Dentre
os resultados obtidos, verificaram-se alteragGes significativas nos perfis de concentragdo para diferentes valores
da ordem das derivadas, «, contidos no intervalo (0, 1), evidenciando o grande potencial dos modelos fracionarios
na modelagem de problemas nos quais os tradicionais modelos com derivadas de ordem inteira ndo sao capazes
de representar com a precisdo que se necessita.

Palavras-Chave: Simulacdo numérica; Difusdo unidimensional; Derivadas fracionarias; Riemann-Liouville;
Diferencas Finitas.

Abstract

This paper presents the results obtained in numerical simulations of the transient one-dimensional diffusion
problem of a passive scalar where, unlike the traditional approaches, we employ a fractional space and time
version of the governing equation of the problem. In the study, the Riemann-Liouville fractional derivatives
were considered and the problem was solved by the Finite Difference Method, in order to verify how the solution
profiles are influenced by the orders of the derivatives. Among the obtained results, we verified significant
changes in the concentration profiles for different values of the order of derivatives, 0 < a < 1, showing the great
potential of the fractional models in the modeling of problems in which the classical models are not able to
represent as accurately as needed.

Keywords: Numerical simulation; One-dimensional diffusion; Fractional derivatives; Riemann-Liouville; Finite
Differences.
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1 Introducao

A difusdo unidimensional transiente é um problema
classico em estudos de transferéncia de calor, com apli-
cagdo pratica no fenémeno da condugdo de calor em
uma barra, por exemplo, cuja solu¢do analitica para a
distribuicdo de temperaturas pode ser obtida por séries
de Fourier (Butkov, 1978, Kreyszig, 2009).

A equagdo governante desse problema, no entanto,
ndo é adequada para modelar sistemas onde ocorre
difusdo anomala, como a difusdo em plasmas (Berry-
man, 1977), a difusdo em fractais (Stephenson, 1995),
o transporte de fluidos em meios porosos (Spohn, 1993)
e o estudo da energia vibracional em proteinas (Yu and
Leitner, 2003), entre outras aplica¢des. Esse também
é o caso, por exemplo, da difusdo turbulenta, a qual,
conforme verificado por Richardson (1926), tem um
carater superdifusivo. Em seus estudos, Richardson, ao
medir as variacoes nas espessuras de plumas liberadas
por chaminés em campos de velocidades turbulentas,
observou que as larguras das plumas cresciam segundo
uma lei de poténcia do tipo t%, com « > 3, diferente-
mente do que ocorre em fendmenos comuns de difusao,
onde « = 1.

Nesse ambito, muitos trabalhos foram desenvolvidos
nos ultimos anos, como os de Meerschaert and Tadjeran
(2004), Momani (2007), Liu et al. (2007), Ray (2009),
Goulart et al. (2017, 2019), Simmons et al. (2017), Hejazi
et al. (2014), Tadjeran et al. (2006), Tayebi et al. (2017),
modificando as equagoes da difusdo, ou da advecgao-
difusdo, classicas, considerando ordens ndo inteiras nas
derivadas dessas equacoes, a fim de buscar uma melhor
representac¢do dos fenomenos de difusdo anémala.

Meerschaert and Tadjeran (2004) desenvolveram um
método numérico para resolver a equacido da advec¢do-
difusdao unidimensional transiente, com derivada de
ordem fraciondria no termo difusivo. A modelagem
proposta por eles é baseada em aproximacdes por dife-
rengas finitas e permite considerar coeficientes varia-
veis.

Tadjeran et al. (2006) apresentaram uma discretiza-
¢ao da equacao da difusdao unidimensional transiente,
com derivada fraciondria no espaco, empregando o mé-
todo de Crank-Nicholson com segunda ordem de preci-
sdo no espaco e no tempo. No trabalho, foi considerada
a derivada de Riemann de ordem 1 < « < 2, a esquerda,
aproximada pela férmula de Griinwald deslocada.

Momani (2007) apresentou a solu¢do numérica da
equacao da adveccdao-difusao unidimensional com deri-
vada fracionaria de ordem « no termo transiente e com
um termo fonte ndo linear. A solucao foi baseada no
método da decomposi¢do de Adomian e a derivada fra-
cionaria tomada conforme a definicdo de Caputo. Dois
exemplos foram resolvidos sendo que, no primeiro, fo-
ram apresentados os resultados obtidos para diferentes
valores de «, comparando-o0s com os da solucdao exata
(disponivel apenas para o caso « = 1) e, no segundo,
um caso especial foi considerado, no qual o método
da decomposi¢do de Adomian levou a solugdo exata do
problema.

Liu et al. (2007) consideraram a equac¢do da advec¢ao-
difusdo unidimensional com coeficientes variaveis e

derivadas de ordem fracionaria em todos os termos (se-
gundo Caputo, no termo transiente; segundo Riemann-
Liouville, nos termos advectivo e difusivo). Para dis-
cretizar as derivadas de Riemann-Liouville, utiliza-
ram a férmula de Griinwald padrdo no termo advectivo
(0 < a < 1) e a férmula de Griinwald modificada no
termo difusivo (1 < a < 2). Em suas andlises considera-
ram dois métodos: um explicito, o qual provaram ser
condicionalmente estavel e convergente; e um impli-
cito, o qual provaram ser incondicionalmente estavel e
convergente.

Ray (2009) resolveu analiticamente a equacao da di-
fusdo transiente, unidimensional e bidimensional, com
derivada fracionaria de Riemann-Liouville no espaco.
No trabalho foi utilizado o Método da Decomposicao de
Adomian de dois passos, que se distingue do Método da
Decomposicdo classico por uma pequena altera¢do na
relagdo recursiva do método, a qual além de acelerar a
convergéncia, permite que se obtenha a solugdo exata
utilizando apenas duas iteracgoes.

Hejazi et al. (2014), por sua vez, analisaram a esta-
bilidade e a convergéncia de um método baseado em
Volumes Finitos na solugao da equacao da advecgao-
difusdo unidimensional com derivada fracionaria de
ordem 1 < « < 2 no termo difusivo.

Goulart et al. (2017) avaliaram os desempenhos de
dois modelos fracionarios - um com coeficiente de di-
fusdo constante e outro com coeficiente de difusdao em
funcdo da distancia longitudinal - comparativamente
as suas respectivas versoes classicas (com derivadas de
ordens inteiras) na representac¢do de casos estaciond-
rios de dispersao de contaminantes na atmosfera. No
trabalho, aplicaram derivas de Caputo nos termos ad-
vectivos das equacoes e verificaram que as modelagens
fracionarias forneceram resultados significativamente
melhores do que as modelagens classicas.

Tayebi et al. (2017), por sua vez, apresentaram um
método sem malha para resolver a equacdo da advec¢ao-
difusdao bidimensional e transiente, considerando a de-
rivada fracionaria de Caputo no termo temporal, tanto
constante, de ordem o, quanto variavel, de ordem
a(x,y,t).

Simmons et al. (2017) apresentaram uma nova dis-
cretizagdo, baseada no Método dos Volumes Finitos,
da equacao da difusdo unidimensional transiente, com
derivada de ordem fraciondria no espaco. No estudo, foi
empregada a definicdo integral da derivada fracionaria
de Riemann-Liouville (a discretizacdao da derivada foi
feita escrevendo a integral como um somatorio) e o mé-
todo foi desenvolvido visando a aplicacao em malhas
ndo uniformes. Eles também consideraram um caso
teste, onde o termo advectivo foi incluido na equagio,
porém sem derivada fracionaria, quando compararam
as solucoes obtidas empregando uma malha uniforme
com outra ndo uniforme e verificaram que a malha nao
uniforme se mostrou sensivelmente mais precisa em
relagdo a uma solugdo de referéncia.

Goulart et al. (2019) generalizaram o trabalho de
Goulart et al. (2017), parametrizando também o fluxo
de concentracdo com derivada de ordem fraciondria.
No trabalho, mesmo considerando o coeficiente de di-
fusdo turbulenta e a velocidade do vento constantes,
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verificaram que a modelagem fracionaria forneceu re-
sultados muito bons quando confrontados com dados
experimentais. Outro importante resultado do estudo
foi a inferéncia de que pode haver uma relagdo entre a
ordem da derivada e a estrutura fisica da turbuléncia,
ja que quando houve predominancia da energia meca-
nica no fluxo turbulento todos os experimentos foram
melhor descritos por o = 0.72 e quando houve predomi-
nancia da energia devida a convecg¢do térmica, os dados
experimentais foram melhor descritos por « = 0.80.

Como pode-se verificar, a grande maioria dos tra-
balhos citados foi desenvolvida visando o desenvolvi-
mento e a andlise de métodos numeéricos para a reso-
lucdo das equagdes diferenciais fracionarias. Apenas
alguns concentraram-se nas aplica¢des praticas dos
modelos fraciondrios. No presente trabalho, porém,
apresenta-se uma versdo fracionaria da equacdo da
difusdo unidimensional transiente com derivadas de
ordem 0 < o < 1 no tempo e no espaco e os resultados
obtidos em simula¢des numeéricas realizadas empre-
gando o Método das Diferencas Finitas, com o objetivo
de verificar como os perfis de solu¢do sdo influenciados
pelas ordens das derivadas na difusao de um escalar
passivo, estudo que ndo tem qualquer referéncia di-
reta na literatura, sendo portando um trabalho original.
Nesse estudo sdo consideradas derivadas fracionarias
segundo a definicao de Riemann-Liouville, discretiza-
das pela féormula de Griinwald-Letnikov.

2 Difus3ao unidimesional transiente

A equacdo da difusdo unidimensional transiente clas-

sica é dada por
oC _ 0 oC
a'a@a) (1)
onde: x é a coordenada espacial [L], t é a coordenada

temporal [T], C = C(x, t) é a concentracdo [ML 3] eK é o
coeficiente de difusdo [L2T!].

Uma versdo com derivada fracionaria da Eq. (1) é

Ka"‘C) (2)

9*C _ 0 9°C
ox

ot T ox

onde: 0“C/ot™ e 9“C/ox* sao as derivadas de Riemann-
Liouville, a esquerda, de ordem 0 < a < 1.

No caso especifico do coeficiente de difusdo ser cons-
tante, pode-se ainda reescrever a Eq. (2) como

89°C _ 9 (9°C
Eﬁ‘Ka<5a)' 3)

E interessante observar que, se o = 1, a Eq. (3) pode

ser reescrita como

ac _ 9*C
ot = Kﬁ (4)

que ¢ a equacdo do calor unidimensional. Entretanto,

uma vez que a relacao
d [(0°C\ _ o™eC
a(aa)'aﬁa (5)

ndo é valida para toda fun¢do quando « é um nimero
fracionario qualquer, optou-se por manter a equacdo
governante do problema na forma dada pela Eq. (3).
Para fechar o problema, é preciso ainda definir o domi-
nio e as condic¢des inicial e de contorno. Nesse trabalho,
considera-se o dominio [0,L] x [0, T], a condi¢3o inicial

C(x,0) = f(x) (6)

e as condicdes de contorno de Dirichlet
C(o,t) = Co (7)
C(L,t) = Cp (8)

onde: C, e C; sdo constantes.

3 Sobre as derivadas fracionarias

Uma das principais diferencas entre os operadores
diferenciais de ordem inteira e os de ordem fraciona-
ria esta no fato de que, enquanto os de ordem inteira
sdo operadores locais, os de ordem fracionaria sdo ndo
locais e as derivadas fraciondrias de uma fungdo f em
relacdo a x, num ponto xo em [a, b], por exemplo, depen-
dem dos valores de f em todo o intervalo [a, b] ([a,xo]
no caso de derivada a esquerda; [xo, b] no caso de de-
rivada a direita). No caso da derivada fraciondria no
tempo, em particular, tem-se que a derivada da fun-
¢dao num determinado instante t depende de todos os
instantes anteriores a partir do inicial, levando ao que
pode-se chamar de efeito de memoria sobre os calculos
das derivadas. Essa caracteristica de ndo localidade dos
operadores é de grande importancia para problemas de
difusdo anomala, os quais conforme (Camargo and Oli-
veira, 2015, Podlubny, 1999, Zhou, 2014, Sabatier et al.,
2007), podem ser modelados por equacgoes diferenciais
fracionarias.

Ha diversas definicdes para as derivadas de ordens
fraciondrias e aqui sdo apresentadas algumas delas.
A derivada fracionaria de Riemann-Liouville de uma
funcdo f em um ponto x em [a, b, a esquerda, é definida
por (Samko et al., 1993)

oy 1 dUoX f(e)
RLDa+f(X)—mw/a Wdf (9)

onde: n = [a] +1,a € R},x > a e I'(-) é a fun¢do Gama,
que é uma generaliza¢do da generalizacdo do calculo
de fatoriais para valores nao pertencentes ao conjunto
dos numeros naturais. Essa é, sem duvida, uma das
defini¢bes de derivadas fraciondrias mais utilizadas e,
como se pode observar na Eq. (9), trata-se de uma
derivada de ordem inteira de uma integral fracionaria.

Outra defini¢do de derivada fraciondaria muito uti-
lizada é a derivada de Caputo, a qual é definida, a es-
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querda, por

ARG

f(X) = (X 5)0‘ n+1

(10)

F(n o) Ja

onde: n = [a] +1,a € R, x > a. E interessante ob-
servar que a grande diferenca entre as defini¢des de
Riemann-Liouville (Eq. (9)) e de Caputo (Eq. (10)) esta
na ordem das operagdes de derivagdo e de integracao.
Essa simples alteracdo, no entanto, faz com que a de-
rivada fracionaria de Caputo de uma funcdo constante
seja zero, algo que ndo ocorre na definicao de Riemann-
Liouville. Além disso, as condi¢Oes iniciais para as
equacoes diferenciais fraciondrias com derivadas de Ca-
puto sao de ordem inteira, o que possibilita a rigor uma
melhor interpretacdo fisica (Podlubny, 1999).

Outra definicdo de derivada fraciondria de grande
utilidade na soluc¢do de problemas numéricos é a deri-
vada de Griiwnald-Letnikov, a qual, a esquerda, em um
intervalo [a, b] em que x é um ponto desse intervalo, é
dada por (Samko et al., 1993)

f200= Jim Z( 1)’<( )f(x kax) (1)

onde: o € R}, x > a.

E importante mencionar que para uma grande classe
de fungbes que aparecem em problemas fisicos reais e
em aplicacOes de engenharia, as defini¢oes de Riemann-
Liouville e de Griinwald-Letnikov sdao equivalentes,
0 que permite a utilizacao da defini¢ao de Riemann-
Liouville durante a formulacdao do problema e o em-
prego da definicdao de Griinwald-Letnikov na obtencao
da solucdo numeérica (Podlubny, 1999).

Além das formulac¢es apresentadas, ha outras que
merecem ser mencionadas, como a derivada fraciona-
ria de Hilfer, que interpola as derivadas de Riemann-
Liouville e de Caputo, a de Riesz, que tem sido muito
empregada em equagoes diferenciais com derivadas fra-
cionarias no espaco, a de Weyl, a de Hadamard e a de
Marchaud, cujas defini¢des, além de outras, podem ser
encontradas em Miller and Ross (1993), Samko et al.
(1993), Podlubny (1999) e Hilfer (2000).

3.1 Discretizagdo pelo Método das Diferencas
Finitas

Seja a malha espacial x; = ih para i = 0,1,...M com
h = L/M, e a malha temporal t, = nr paran = 0,1,...,N
com 7 = T/N.

A derivada de Griinwald-Letnikov (Eq. (11)) pode ser
aproximada truncando-se a soma infinita presente na
definicdo e substituindo-se o Ax pelo passo espacial h.

Assim,
9°C(x, t me
8>(<§ ) & o~ Zw C(x - jh,t) (12)
] 0
°ct) 1R
Sta b Zw C(x, t - jr) (13)

onde: os coeficientes w;' sao calculados pela relagao de
recorréncia (Podlubny, 1999)
o _ o _ a+1 o
we =1 wi= 1—]—. wiLs,

j=1,2,... (14)

J

A derivada inteira da Eq. (3) pode ser aproximada de
tal modo que

(15)

8QC(Xi,tn) _ K |:8QC(Xi+1,tn) _

K o~ C(Xi, tn)
ot " h )

oxe ox«

Substituindo as aproximacgdes dadas pelas Egs. (12)
e (13) na Eq. (15), obtem-se

i+1

(87 K (87
= Zw C(Xj, ty_j) = ha+1ZW C(Xi_js1y tn)
j=0 j=0
K
j=0

Definindo P = 1/7° e B = K/h®*!, chega-se ao sistema
de equagdes lineares
B(w{* - wi,;)C(xo, tn) + ... + B(Wi = w3) C(Xj_y, tn) +

[Pwg + B(wg - wi')] C(x;, tn) + (-Bwg) C(Xjq, tn) +

PwiC(x;, tn-1) + ... + PwpC(x;, to) = 0 (17)

onde: i =1,2,....M-1en =1,2,..
C(XM) tn) = CL € C(Xi) tO) :f(X).

Note que para « = 1, 0 sistema reduz-se a

.N, C(Xo,tn) = C(),

(_B)C(Xi—l) tn) + (P + 2B)C(X“ tn) +
(-B)C(Xj4q, tn) + (-P)C(x;, th-1) = O

onde: i =1,2,...,.M-1en =1,2,...N, C(xo,tn) = Co,
C(xy,tn) = Cp, e C(x;,to) = f(x), que é exatamente o
sitema resultante da discretiza¢do da equacdo classica
(Eq. (4)) pelo Método das Diferencas Finitas onde a
derivada de primeira ordem é aproximada por

(18)

8C(x, t) ~ C(Xiy tn) - C(Xi) tn—l)
ot = T (19)
e a de segunda ordem por
92C(x, t) . iy, tn) = 2C(X;, tn) + CXis, tn) (20)

ox2 h2
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No presente trabalho, o Método das Diferencas Fini-
tas foi implementado em FORTRAN e o sistema linear
resultante (Eq. (17)), resolvido pelo Método de Jacobi.
Optou-se pela discretizacdo por Diferencas Finitas e
pela resolucdo numeérica do sistema linear de equagdes
empregando um método implicito pelo fato de traba-
Ihos como os de Liu et al. (2007) e de Meerschaert and
Tadjeran (2004) ja terem proposto e testado tais meto-
dologias, uma vez que tal proposicao foge do escopo do
presente trabalho.

4 Resultados e discussoes

O problema formado pela Eq. (3) parao <x<10e
t>0,coma=1K=1,Co=C; =0eC(x,0) = f(x), onde

X 0<Xx<5

fx) =

10-X 5<x<10

(21)

tem a solucdo analitica dada pela série de Fourier
(Kreyszig, 2009)

(10 ()"
C(x,t) = ;An sin (W) e \10 (22)
onde os coeficientes de Fourier sao
An=0 se n é par
Anp = % sen=1,5,9,... (23)
An :‘n[;:z sen=3,7,11,...

A equagdo da difusdo (Eq. (3)), é também chamada
de equacdo do calor, uma vez que governa o problema
homogéneo de difusdo unidimensional de calor, em que
uma importante aplicacdo estd no estudo da distribui-
¢do de temperatura em uma barra com secao transversal
constante, de material homogéneo e isolada lateral-
mente, de tal forma que o fluxo de calor propaga-se
apenas em uma Unica direcdo, ao longo da barra (Kreys-
zig, 2009).

Para verificar a modelagem fracionaria, faz-se a or-
dem « das derivadas ser muito préxima de 1 e compara-
se os resultados numéricos obtidos com os resultados
analiticos do caso classico, onde o = 1. Nesse pro-
cedimento, espera-se que quanto mais proximo de 1
esteja o valor de «, mais préximos da solugdo exata es-
tejam os resultados numéricos, desde que a malha seja
suficientemente refinada. Na Tabela 1 sdo apresenta-
dos os diferentes refinamentos de malha considerados
nesse trabalho e os erros absolutos maximos entre cada
uma dessas malhas e a solucdo analitica, onde pode-se
observar que quanto mais refinada é a malha, mais pro-
ximos da solu¢do exata estdo os resultados numéricos.
Havendo a necessidade de uma precisdao maior, basta
entdo utilizar valores de h e 7 menores. A condicao de
erro absoluto E4j, < 3.1072, porém, ja é suficiente para

os propositos do nosso estudo. Desse modo, a malha
M;5 poderia ser utilizada sem nenhum problema. No en-
tanto, optou-se por utilizar a malha com refinamento
um pouco menor (M), uma vez que o custo computaci-
onal ndo é demasiado em qualquer um dos casos. Essa
malha, como pode-se observar na Tabela 1, satisfaz
a condi¢do de E4p < 2.1072, 0 qual corresponde a um
erro relativo menor do que 0.9%. Nas simulagdes, foi
tomado o = 0.999 e, na soluc¢do por séries de Fourier,
considerou-se n = 200.

Nesse trabalho, foram considerados apenas valores
de t < 6. Isso, entretanto, ndo significa que as solu-
¢bes proximas de zero nio sejam de interesse, apenas
selecionou-se esse intervalo porque, para o objetivo do
presente trabalho que é verificar as diferengas entre
as solugdes obtidas pelo modelo classico e pelo modelo
com derivadas fracionarias, a visualiza¢do grafica des-
sas diferencas é mais facilmente verificada para valores
maiores.

Tabela 1: Erro Absoluto rqéximo entre cada malha e a
solucdo exata

Malha h T E4p maximo
M, 2.5 0.5 4.67.1071
M, 1.0 0.25 2.06.107!
M3 0.5 0.1 1.04.1071
M, 0.25 | 0.05 5.20.1072
Ms 0.1 | 0.025 2.26.1072
Mg 0.05 0.01 1.98.1072

A comparagdo entre os resultados numeéricos obtidos
com a malha mais refinada (Mg) para o = 0.999 e os
analiticos para o = 1 também pode ser observada na
Fig. 1, onde sdo apresentados os perfis de concentracdo
ao longo de x para diferentes valores de t. Na ima-
gem, pode-se observar que ambos os resultados sdo
realmente muito préximos, de modo que o processo de
verificacdo foi concluido com éxito.

Na Fig. 2, por sua vez, sdo apresentadas as variagdes
nos perfis de concentracdo para diferentes valores de t
quando a ordem das derivadas foi decrescida de 0.999
para 0.99. Note que a aparentemente sutil variacao de
a em -0.009 ja foi suficiente para causar alteragoes
significativas nos perfis de C, uma vez que os valores
de concentragdo registrados com o = 0.999, tornaram-
se visivelmente menores quando « = 0.99, ao longo
de todo o dominio para os mesmos valores de t. Esse
fato pode ser ainda melhor visualizado na Fig. 3 e na
Fig. 4, onde sdo apresentados os resultados obtidos para
outros valores de t e para valores de o ainda menores.

No caso da Fig. 3, manteve-se fixo t = 1 e analisaram-
se os perfis de concentracdo em relagao a x para dife-
rentes valores de . E interessante observar que na
medida em que a ordem das derivadas foi sendo decres-
cida, além dos valores de C também diminuirem, o que
verificou-se foi uma tendéncia a assimetria, ainda que
leve, nos perfis, principalmente para os valores de «
mais baixos. Foram registrados valores de C maiores
na metade esquerda do nosso dominio, o que se deve
ao fato de terem sido consideradas apenas derivadas a
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Figura 1: Verificacdo - Solugdo Analitica (SA) para
o =1 e Solu¢do Numérica (SN) para o = 0.999.

4.5 T T T

T
a = 0.999 (SN) ——
a = 0.99 (SN)

C(x,t)

Figura 2: Resultados numéricos para a = 0.999 e
a = 0.99 e diferentes valores de t.

esquerda. Dessa forma, se tivessem sido consideradas
apenas derivadas a direita, os perfis seriam alterados,
com valores de C maiores na metade direita do domi-
nio e, se fossem consideradas derivadas a direita e a

"a = 0.999

25} \ 4

a=09 \

C(x,1)

Figura 3: Resultados numéricos para t = 1 e diferentes
valores de a.

esquerda com igual peso, teria-se entdo perfis de con-
centragdo simétricos. Essa caracteristica de assimetria
ou simetria ja foi também verificada em outros traba-
lhos, como o de Hejazi et al. (2014). Para os propoésitos
desse estudo, porém, o que se quer destacar € o enorme
leque de possibilidades que se abre nas modelagens de
diferentes problemas ao se considerar derivadas de or-
dens fracionarias em vez das tradicionais derivadas de
ordens inteiras, tornando possivel a representacdo de
comportamentos tanto simétricos quanto assimétricos,
mesmo que sejam utilizados coeficientes constantes
(como em nosso caso, onde K = 1).

No caso da Fig. 4, por sua vez, sdo apresentados os
resultados numéricos obtidos para diferentes valores de
« em todo o dominio [0,10] x [0, 6], onde observam-se
as variagdes nos perfis de C ao longo do tempo para cada
valor de o considerado, de oo ~ 1 até o = 0.9 com passo
de 0.02. E interessante observar que cada varia¢do no
valor de «, ainda que de apenas 0.02, fez com que os
perfis de C fossem sensivelmente alterados, fornecendo
valores de concentracdo significativamente menores
sempre que a ordem das derivadas foi reduzida.

5 Consideracoes finais

A alteracdo das ordens « das derivadas para valores
significativamente menores do que 1 causou mudancas
sensiveis nos perfis de soluc¢do, onde verificou-se que
quanto menores foram essas ordens, menores também
foram os valores de concentrag¢do C ao longo do dominio
em x e t. Outro fato registrado foi a assimetria dos
perfis de concentracdo para valores mais baixos de «,
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Figura 4: Resultados numéricos para diferentes valores de o« em todo o dominio [0,10] x [0, 6].
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0 que era esperado devido a consideracdo de derivadas
fracionarias somente a esquerda.

Ha muitas situac¢Ges praticas que envolvem o fen6-
meno da difusdo anomala, como é o caso da turbuléncia,
por exemplo. Em tais situacoes, as equacoes classicas
(com derivadas de ordens inteiras) ndo sdo totalmente
adequadas para serem empregadas nas modelagens. E
nesse contexto que emergem entdo os modelos fraciona-
rios, que se apresentam como valiosas ferramentas na
representacdo dos comportamentos que ndo consegue-
se registrar com a precisao que se deseja utilizando-se
os modelos tradicionais. Desse modo, estudos como
0 aqui apresentado, sdo de grande importancia, ndo
somente por se tratar de um assunto em ascensdo, mas
principalmente por apresentarem a enorme variedade
de situacoes que podem ser melhor representadas com
a alteracao das ordens das derivadas, antes inteiras,
agora fracionarias, uma vez que essas ordens arbitra-
rias acabam por tornar-se um parametro a mais nas
equacoes, possibilitando assim uma melhor represen-
tacdo de determinados fenémenos.
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