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Resumo
A implementação de métodos de controle de vibrações é cada vez mais necessária quando se trata da utilização deestruturas leves e flexíveis nos projetos mecânicos. O surgimento de vibrações em estruturas, mediante movimento,sempre merece a atenção dos projetistas, pois as mesmas, podem ser indesejadas quando afetam a vida útil da estruturaou danificam o seu entorno. Com isso, este trabalho propõe o uso de dois tipos de controle numa viga engastada em umdos lados. A primeira técnica aplicada foi a de buracos prescritos, que é um tipo de controle passivo, onde é feita a retiradade material da estrutura de forma que ela fique com buracos. A vibração, quando entra neste buraco, fica presa em seuinterior, não refletindo a onda para o restante da viga. A segunda técnica aplicada foi a implementação de um ReguladorQuadrático Linear (LQR) para operar um atuador piezoelétrico. A formulação e modelagem da estrutura foi feita com baseno Método dos Elementos Finitos (MEF), sendo utilizado para a discretização do domínio da estrutura. As vibrações foramanalisadas por meio de análise modal. Foram feitas comparações da amplitude de vibração para o primeiro e segundomodos, considerando um, dois e três buracos prescritos na viga. Foram realizadas simulações computacionais paramostrar a eficiência das técnicas de controle propostas. Os resultados destas simulações são apresentados e discutidos.
Palavras-Chave: Controle de Vibrações; Buracos prescritos; Método dos Elementos Finitos; Regulador Quadrático Linear.
Abstract
The implementation of vibration control methods is increasingly necessary when it comes to the use of flexible structuresin mechanical projects. The appearance of vibrations in structures, through movement, always deserves the attention ofthe designers, as they can be unwanted when they affect the structure’s useful life or damage its surroundings. With that,this work offers the use of two types of control in a beam fixed on one side. The first technique applied was prescribedholes, which is a type of passive control where material is removed from the structure so that it has holes. The vibration,when it enters this hole, is trapped inside, not reflecting the wave to the rest of the beam. The second applied techniquewas the implementation of a Linear Quadratic Regulator (LQR) to operate a piezoelectric actuator. The formulation andmodeling of the structure was made based on the Finite Element Method (FEM), being used for the discretization of thestructure domain. The vibrations were analyzed through modal analysis. Vibration amplitude comparisons were madefor the first and second modes, considering one, two and three prescribed holes in the beam. Computer simulations werecarried out to show the efficiency of the proposed control techniques. The results of these simulations are presented anddiscussed.
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1 Introdução

Cada vez mais o uso de estruturas leves e flexíveis se fazpresente nos projetos de engenharia atuais. Isso se dádevido a diversos fatores, porém é possível destacar trêscomo principais. Um deles é que a redução do peso deuma estrutura pode acarretar na redução do custo do pro-jeto à qual ela faz parte. Um exemplo disso é quando re-duzimos o peso de uma estrutura de um carro ou de umavião, fazendo com que o consumo de combustível para otransporte do mesmo reduza. Outro fator é a diminuiçãono custo operacional destes projetos, já que é usada umaquantidade menor de material. Outro fator ainda é quantoao desempenho da estrutura, já que a diminuição do pesopode influenciar diretamente em características técnicasde um projeto, como, por exemplo, a aceleração de umveículo (Herrmann et al., 2018).Porém o uso dessas estruturas pode acarretar em umanova problemática para o projeto, as vibrações indesejadas.O baixo amortecimento e as baixas frequências naturaispodem gerar movimentos vibratórios com altas amplitu-des, que ocasionam diversos problemas para o projeto emquestão (Dubay et al., 2014). Um deles é a falha estrutu-ral que tem como consequência a diminuição da vida útilda estrutura em si. A irradiação de ruídos também é umaproblemática bem comum relacionada às vibrações indese-jadas. Além de interferências negativas no desempenho doprojeto, como a falta de precisão ou a indução de vibraçõesno ambiente ao redor (Kelly, 2012).Com isso, a necessidade de projetar essas estruturasjuntamente com um controle de vibrações é essencial paraum projeto eficiente. Existem diversas técnicas e arquite-turas para o controle de vibrações, que podem ser classi-ficadas em controle passivo e controle ativo. A diferençabásica entre esses dois tipos de controle é a necessidade ounão de inserção de energia no sistema para que haja a dimi-nuição das vibrações (Nicoletti, 2013). O passivo é aqueleonde não é necessário o uso de energia para que haja o con-trole, mas sim, são incorporados ao sistema dispositivose/ou técnicas que absorvem, isolam ou dissipam a energiade vibração (Peña, 2017). Um dos dispositivos mais usadosde controle passivo são os Amortecedores de Massa Sinto-nizados (AMS), que basicamente são massas adicionadasao sistema que levam à modificação das característicasestruturais do mesmo. A consequência desta mudança é adissipação da vibração presente no sistema pelo AMS, ouseja, o controle deste movimento vibratório (Chandran.Pand Thampan, 2017). Uma outra forma de alterar as pro-priedades de uma estrutura é adicionando buracos comperfis pré-definidos em certos pontos estratégicos. Essatécnica de controle passivo tem sido amplamente usadanos últimos tempos já que tem um baixo custo para a suaimplementação e pode gerar resultados relevantes para aatenuação de vibrações. Os buracos que atendem à umalei de potência são um exemplo deste controle, onde suainserção na estrutura faz com que a onda incidente namesma, ao passar pelo buraco, tenha sua velocidade redu-zida e sua amplitude aumentada. Ou seja, a vibração ficaconcentrada no interior do buraco, tendo uma parte muitopequena sendo refletida para o resto da estrutura (Pelatet al., 2020). Esta última técnica foi usada neste trabalhocomo controle passivo do sistema.

Muitas vezes, apenas o uso do controle passivo não ésuficiente, sendo necessário usar o controle ativo em con-junto. Para este controle, em contrapartida, faz-se ne-cessário o uso de energia. Geralmente, a proposta é gerarum movimento oscilatório contrário ao movimento pre-sente na estrutura, para que, assim, haja o cancelamentoda vibração, ou melhor, haja o controle deste movimento.Basicamente, a composição do controle ativo é um ele-mento para detectar a resposta de vibração (sensor), umelemento que vai receber este sinal de resposta e, a partirde alguma arquitetura implementada, gerar um sinal decontrole (controlador), e um elemento que vai atuar combase nesse sinal de controle (atuador). Portanto, para seconstruir um controle ativo, primeiramente deve-se esco-lher uma arquitetura mais adequada para o controlador eum atuador eficiente para o sistema (Fuller et al., 1996).Existem diversos tipos de atuadores usados nos siste-mas de controle de vibrações em estruturas. Atuadoresinerciais clássicos e modificados são exemplos deste uso.Estes atuadores são construídos com um ímã e uma bobina,conectadas à molas espirais, de tal forma que há o livremovimento destes componentes no sentido axial. Este mo-vimento é conduzido conforme a polarização do conjuntoímã-bobina, gerando o movimento oscilatório necessáriopara o controle das vibrações (Kras and Gardonio, 2020).Recentemente, foi feita uma pesquisa em relação ao usode atuadores de elastômeros dielétricos, que é um tipo depolímero que se contrai ou expande de acordo com a ten-são elétrica aplicada à ele. Esse tipo de material tem umrápido tempo de resposta e, por isso, se mostrou hábil parao controle de vibrações (Hiruta et al., 2021). Um outro tipode material amplamente usado neste tipo de controle é opiezolétrico. Ele também tem a característica de converterenergia elétrica em energia mecânica e, por isso, se tornaapropriado para este tipo de aplicação (Molter et al., 2018).Neste trabalho foi utilizado um atuador piezoelétrico paraatuar no sistema.A outra parte do controle ativo é a escolha da arquiteturaa ser implementada no controlador. Existe uma grandediversidade de modelos e lógicas a disposição e, cada vezmais, surgem novas pesquisas e ideias nesse âmbito. Estu-dos recentes mostram que a aplicação de controladores nãolineares, como um controlador baseado na lógica fuzzy, po-dem ser eficientes para compensar algumas imprecisõesdos sensores, como ruídos e atrasos (Ramezani and La-bafzadeh, 2021). Porém, as arquiteturas mais usadas parao controle de vibrações são as lineares. Uma das técnicaslineares usada para determinar o sinal de controle é a base-ada na realimentação da velocidade. Nesse modelo, o sinalque opera o atuador é constituído de uma matriz de ganhosque multiplica o sinal de velocidade que vem do sensor dosistema. Por ter uma facilidade de implementação, essetipo de controle é amplamente usado (Mohammadreza-zadeh and Jafari, 2020). Porém, existem outros tipos decontroladores lineares que têm a mesma facilidade de im-plementação e geram leis de controle mais precisas. Umdeles é o Regulador Quadrático Ótimo (LQR). Nesse modeloo sinal de controle também é gerado com base na multipli-cação de uma matriz de ganhos, porém, neste caso, essesganhos são calculados com base na otimização de algumíndice de desempenho do sistema, como, por exemplo, aenergia interna do sistema ou a própria velocidade do sis-
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tema (Tian et al., 2020). Neste trabalho foi usado um LQRpara controlar o atuador piezoelétrico.Antes do desenvolvimento do problema de controleneste trabalho, foi necessário fazer a modelagem do mo-vimento, que consiste em determinar o equacionamentomatemático que o descreva. Geralmente, em problemas demecânica contínua, essa função é obtida através da reso-lução de uma equação diferencial parcial. Porém, muitasvezes, essa resolução analítica pode se tornar uma tarefacomplexa, dependendo da estrutura. Para isso, foram de-senvolvidos diversos métodos que auxiliam neste processo.Um desses é o Método dos Elementos Finitos (MEF), quefunciona como uma forma de discretizar o domínio ge-ométrico da estrutura a ser modelada. O funcionamentobásico consiste em dividir o domínio em pequenos elemen-tos com uma geometria mais simples, onde, ao invés damodelagem ser feita considerando o movimento do contí-nuo, ela é feita aplicando as leis mecânicas aos elementosmenores, considerando apenas seus deslocamentos pon-tuais. Isso nos leva à uma solução aproximada numéricade fácil obtenção (Liu and Quek, 2003).Outras técnicas também foram usadas aliadas ao MEF,como a superposição modal e a representação em espaço deestados. A primeira delas é uma técnica de transformaçãode coordenadas do sistema que, utilizando o teorema daexpansão, desacopla as equações do sistema, facilitandosuas resoluções (Kelly, 2012). A segunda é uma técnica derepresentação das equações do sistema, que convertem asequações diferenciais de segunda ordem que compõem amodelagem de movimento de um sistema vibratório emum outro sistema, com o dobro de equações, porém deprimeira de ordem (Ogata, 2014). Simulações computaci-onais são apresentadas para ilustrar os resultados obtidosno controle de vibrações.
2 Modelagem de Elementos Finitos

O MEF é comumente utilizado para resolver problemasmecânicos compostos por equações diferenciais parciais,no qual, a partir deste método o domínio da estrutura é dis-cretizado em pequenos elementos mais simples (Liu andQuek, 2003). Dessa maneira, a ideia é analisar a equaçãode equilíbrio para cada elemento, obtendo a equação local,e posteriormente associar a contribuição de cada elementoem uma equação global.O acoplamento destes elementos é feito através dos nós,que são os pontos onde os elementos se conectam. Os ele-mentos discretizados são retangulares com quatro nós emcada elemento, no qual o domínio do elemento é denomi-nado como Ωe. Em cada nó tem-se dois graus de liberdade,o movimento horizontal do nó (xi) e o movimento verticaldo nó (yi), e ainda uma voltagem elétrica aplicada numelemento (vai), como mostrado na Fig. 1.Segundo Liu and Quek (2003), para uma análise dinâ-mica do elemento, a equação regente para um elementopode ser descrita como:
Meüe + Ceu̇e + Keue = fe, (1)

sendo ue o vetor de deslocamento nodal do elemento, fe ovetor de força, e as matrizes Me, Ke e Ce a massa, rigidez

Figura 1: Domínio do projeto discretizado pelo MEF.
e amortecimento da estrutura, respectivamente. Estesvetores e matrizes são descritos da seguinte forma:

fe = ∫
Ωe

N>be dΩe + ∫
Γe

N>te dΓe, (2)
Me = ∫

Ωe
ρN>N dΩe, (3)

Ke = ∫
Ωe

B>cB dΩe, (4)
Ce = αKe + βMe, (5)

onde N é a matriz das funções interpoladoras, be e te sãovetores que retratam as forças de corpo e as forças externasconcentradas, respectivamente, B é a matriz de relaçãoentre a tensão e o deslocamento e c é a matriz constitutivado material. As contantesα e β são determinadas de acordocom o modelo de Rayleigh e a constante ρ é a densidade domaterial.Neste trabalho foi considerado a análise das vibraçõeslivres, isto é, os vetores de forças de corpo e de forças ex-ternas são nulos. Assim, a equação global dinâmica querege sua estrutura é análoga à Eq. (1), podendo ser descritacomo na Eq. (6):
Mü + Cu̇ + Ku = 0. (6)

As matrizes globais M, C e K, continuam representando,respectivamente, a massa, amortecimento e rigidez, e sãoencontradas associando a contribuição de cada elementoda viga. u é o vetor de deslocamentos nodais de toda estru-tura.Como neste trabalho também foi levado em conta umcontrole ativo, pode-se considerar o sinal de controle comouma força externa atuando no sistema que, neste caso, iráoperar um atuador piezoelétrico. As equações constituti-vas do material piezoelétrico são dadas por Hu et al. (2018):
T = CS – eE, D = eTS + εE, (7)

onde T são os componentes dos tensores mecânicos detensão, S são os componentes dos tensores mecânicos dedeformação, e são as constantes piezoelétricas, ε são asconstantes dielétricas sob deformação mecânica, D é odeslocamento elétrico (carga por unidade de área) e E éo campo elétrico (tensão elétrica por unidade de compri-mento).Assume-se que os atuadores piezoelétricos estão isola-dos e o acoplamento é perfeito.A equação global que rege a dinâmica estrutural deste
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trabalho pode ser descrita como:
Mü + Cu̇ + Ku = –Kuvva, (8)

onde va é a tensão aplicada no atuador, como sinal de con-trole e este sinal é multiplicado pela matriz Kuv, expressacomo:
Kuv = ∫

Ωd

BTeTBvdΩ (9)

que é a matriz estrutural eletro-mecânica, sendo Bv a ma-triz potencial de campo elétrico e Ωd o espaço ocupadopelos atuadores (Hu et al., 2018).

3 Modelagem da Análise Modal e representa-
ção em Espaço de Estados

De acordo com Gawronski (2004), a representação porcoordenadas modais pode ser obtida pela transformaçãodo modelo nodal. Dessa forma, com o intuito de facili-tar a resolução da Eq. (8), usou-se a superposição modalpara desacoplar as equações governantes do movimento,utilizando as coordenadas modais η. Essa modificação é re-alizada utilizando a matriz modal que é definida de acordocom a solução modal, resultando do problema de autovalore autovetor descrito por:
(K – ω2M)Φ = 0. (10)

Os autovalores de ω encontrados, ou seja, as raízes daequação obtida após aplicar o determinante, são chamadosde frequências naturais do sistema e são as frequênciascom que as vibrações livres ocorrem na estrutura. Já osautovetores associados aos autovalores encontrados (Φ),são denominados modos naturais que estão associados àsfrequências naturais. A matriz modal Φ, é a matriz comtodos os modos do sistema, entretanto, nas estruturas ana-lisadas neste trabalho, apenas os primeiros modos contêminformações relevantes à análise do sistema. Sendo assim,utiliza-se a matriz modal truncada com n modos.
Com a matriz modal truncada pode-se transformar ovetor de deslocamento nodal em função das coordenadasmodais (Becker et al., 2006), como:

u = Φη. (11)
Substituindo a Eq. (11) na Eq. (8), obtém-se:

MΦη̈ + CΦη̇ + KΦη = –Kuvva. (12)
Multiplicando todos os termos da equação acima por

ΦT, tem-se:
Mη̈ + Cη̇ + Kη = –ΦTKuvva, (13)

onde:
M = ΦTMΦ = I,
C = ΦTCΦ = Z, (14)
K = ΦTKΦ = Ω.

Como M = I, a Eq. (13) pode ser reescrita como:
η̈ + Zη̇ + Ωη = –ΦTKuvva, (15)

sendo:
Z = diag(2ζiωi), Ω = diag(ω2

i ). (16)
Considerando como variáveis de estado o deslocamentoe a velocidade modal, ξ = [η η̇]T, pode-se reescrever aEq. (15) na representação em espaço de estados como:

ξ̇ = Aξ + Bva, (17)
sendo va o vetor de entrada de controle do atuador, no qual:

A = [0n×n In×n–Ω –Z

] , B = [ 0n×1–ΦTKuv

] , (18)
onde A é a matriz do sistema e B é a matriz de controle.
4 Controle de Vibrações
Após a modelagem e discretização da estrutura, iniciou-sea implementação do controle na viga. Neste trabalho sepropõe a utilização do efeito do buracos prescritos comocontrole passivo e para o controle ativo, implementou-seum controlador ótimo realimentado que levará em contaum atuador piezoelétrico acoplado à viga.
4.1 Controle Passivo

A utilização do efeito dos buracos prescritos como controlepassivo foi descrito pela primeira vez por Mironov (1988),denotado por ele como Buracos Negros Acústicos (BNAs).Seu princípio básico diz que não há reflexão de uma ondaque se propaga em uma estrutura onde a espessura dimi-nui suavemente. Isso se dá pelo fato de que, no momentoem que a onda entra no buraco, tem sua velocidade re-duzida e sua amplitude aumentada, consequentemente,a energia dessa onda é concentrada dentro deste buraco,conforme ilustrado na Fig. 2.Para atender a condição da espessura, o perfil do buracoprescrito necessita seguir à uma lei de potência, ou seja, aespessura da estrutura precisa diminuir conforme:
h(x) = axm + h1, (19)

no qual a é uma constante que depende da largura e daaltura do buraco prescrito, m é a ordem do buraco, x écomprimento da viga e h1 é o resíduo de espessura dentrodo buraco. O termo h1 na Eq. (19) se faz necessário devidoao problema de manufatura da prática, pois é impossível
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Figura 2: Efeito do buraco prescrito.

Figura 3: Formato de um buraco prescrito.
produzir um perfil que tenda a espessura à zero, restandosempre uma espessura residual (Zhao and Prasad, 2019).O formato de um buraco com a espessura definida pelaEq. (19) está apresentado na seguinte imagem:De acordo com Zhao and Prasad (2019), existem diver-sos fatores que influenciam na maneira como o buraco vaiatuar na estrutura, entre eles a quantidade de buracos, oseu comprimento, a ordem m do buraco, o tamanho doresíduo h1 e a sua configuração na estrutura. No presentetrabalho foram realizados diversos testes para se encon-trar a melhor forma de aplicação do efeito dos buracos naestrutura.
4.2 Controle Ativo

Como controle ativo implementou-se um controladorótimo realimentado, considerando o Regulador QuadráticoLinear (LQR), que irá levar em conta um atuador piezoelé-trico acoplado (colado) à viga.De acordo com Hu et al. (2018), o controle LQR normal-mente é empregado para determinar a realimentação. Amatriz de ganho G é escolhida de forma a minimizar oíndice de desempenho J, na forma:
J = 12

∫ ∞
0 (ξTQξ + vT

a Rva)dt, (20)
onde as matrizes Q e R são positivas semidefinidas e seuselementos são escolhidos para conceder um desempenhoadequado. O valor de va pode ser encontrado pela seguinteEq. (21):

va = –Gξ. (21)
Para determinar o ganho G na Eq. (21), basta resolver a

Figura 4: Primeiro e segundo modos obtidos da Eq. (10) -Viga sem buraco e sem atuador.
Eq. (22):

G = R–1BTP, (22)
no qual a matriz B é definida na Eq. (18), e P é uma matrizauxiliar encontrada a partir da resolução da equação deRiccati:

ATP + PA – PBR–1BTP + Q = 0, (23)
sendo que a matriz A também é definida na Eq. (18).
5 Resultados e discussões
Nesta seção serão realizadas duas análises. A primeira aná-lise, Seção 5.1, apresentará as respostas de amplitude dasconfigurações dos buracos prescritos utilizados na estru-tura. Será analisado qual configuração apresenta uma me-nor amplitude de vibração, considerando os dois primeirosmodos. Na segunda análise, Seção 5.2, irá se escolher amelhor configuração a partir da análise da Seção 5.1, ouseja, a melhor resposta de amplitude de vibração. Com issoserá adicionado o atuador piezoelétrico à viga e aplicado ocontrole ativo à viga.As simulações foram feitas através de códigos imple-mentados no MATLAB, os gráficos da amplitude de vibra-ção foram obtidos pela Transformada de Fourier. Foi usadouma malha com 160 elementos em x e 8 elementos em y. Omaterial considerado para as constantes constitutivas foi oAlumínio, com módulo de Young (Ee) igual a 65 × 109GPa,densidade (ρ) igual a 2890kg/m3 e coeficiente de Poisson(ν) igual a 0, 334 (Molter et al., 2010).Na Fig. 4 estão representados os dois primeiros modosda viga sem buracos e sem o atuador piezoelétrico.Na Fig. 5 é possível observar a resposta de amplitudede vibração da viga sem buraco prescrito e sem atuadorpiezoelétrico, considerando os dois primeiros modos.
5.1 Análise de amplitude da vibração

A primeira análise será feita com base na resposta de am-plitude de vibração de cada uma das configurações dosburacos prescritos. A primeira configuração a ser anali-sada é da viga com um buraco. Os dois primeiros modosdessa viga são mostrados na Fig. 6 e sua resposta de am-plitude é mostrada na Fig. 7.A segunda configuração a ser analisada é a viga comdois buracos. O primeiro e o segundo modos dessa vigasão mostradas na figura Fig. 8 abaixo.A resposta de amplitude desta configuração conside-
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Figura 5: Resposta de amplitude da vibração - Viga semburaco e sem atuador.

Figura 6: Primeiro e segundo modos obtidos da Eq. (10) -Viga com um buraco e sem atuador.

Figura 7: Resposta de amplitude da vibração - Viga comum buraco e sem atuador.
rando os dois primeiros modos é mostrada na Fig. 9.

A terceira e última configuração a ser testada é a daviga com três buracos. Os seus dois primeiros modos sãomostrados na Fig. 10 e a resposta de amplitude na Fig. 11.
Neste trabalho usamos dois modos de vibração. Pela

Figura 8: Primeiro e segundo modos obtidos da Eq. (10) -Viga com dois buracos e sem atuador.

Figura 9: Resposta de amplitude da vibração - Viga comdois buracos e sem atuador.

Figura 10: Primeiro e segundo modos obtidos da Eq. (10) -Viga com três buracos e sem atuador.
técnica da superposição modal, o deslocamento final éresultante da soma dos deslocamentos modais (a somaé feita do resultado das amplitudes modais em metros).Sendo assim, as amplitudes modais nas Figs. 5, 7, 9 e 11foram somados.Abaixo segue uma tabela com os valores das somas dasamplitudes máximas e suas duas primeiras frequênciasnaturais para a viga sem buraco e para cada configuraçãode viga com buracos mostrada acima.Pode-se observar que a configuração com um buracodemonstrou uma melhor resposta, já que teve uma am-plitude máxima de deslocamento menor e também umaresposta de amplitude de vibração com decaimento maiorcom o aumento da frequência.Os trabalhos de Zhao and Prasad (2019) e Pelat et al.(2020) indicam que o efeito dos buracos na estrutura podeser mais efetivo para os modos de vibração de frequências
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Figura 11: Resposta de amplitude da vibração - Viga comtrês buracos e sem atuador.
Tabela 1: Resultados dos testes com os buracos prescritospara o primeiro modoQuantidade de buracos |Amáx| (m) ω1 (Hz) ω2 (Hz)Sem buraco 5, 2696 · 10–4 76, 25 457, 281 4, 0799 · 10–4 14, 15 137, 462 5, 0851 · 10–4 13, 74 94, 933 4, 2901 · 10–4 12, 25 82, 85

Figura 12: Primeiro e segundo modos - Viga com umburaco e atuadores piezoelétricos.
mais altas. Embora neste trabalho sejam consideradosapenas dois modos de vibração, observou-se que já houveuma boa atenuação, o que mostra que o efeito dos buracosna atenuação de vibrações também depende da estruturautilizada.
5.2 Controle das vibrações

Decidida a melhor configuração dentre um, dois ou três bu-racos, acoplou-se um atuador piezoelétrico na viga, de ma-terial PZT5A, considerando não haver perdas de proprieda-des mecânicas no acoplamento, com módulo de Young (Ea)igual a 50×109GPa e densidade (ρ) igual a 7600kg/m3 (Pre-mount, 2011). E com as constantes constitutivas c11 igual a12, 1 × 1010, c12 igual a 7, 54 × 1010 e c66 igual a 2, 26 × 1010.(Molter et al., 2016). Para isso adicionou-se elementosacima da viga com as características de massa e rigidez domaterial piezoelétrico, conforme mostra a Fig. 12, para oprimeiro e segundo modos, respectivamente.

(a)

(b)

Figura 13: Movimento transversal do final da viga comum buraco prescrito e um atuador piezoelétrico com esem controle para o primeiro modo (a) e segundo modo(b), obtidos da Eq. (17).
Após isso, foi aplicado o controle à viga. Foi feito o con-trole para os dois modos separadamente para facilitar oprojeto. A matriz R utilizada em ambos os modos foi umamatriz identidade (I) com dimensão 2 vezes o número denós dos elementos referentes ao material piezoelétrico. Amatriz Q utilizada também foi uma matriz identidade (I)porém com dimensão 2×2 em cada grau de liberdade con-siderado para o deslocamento transversal, multiplicadapor 1012, para o primeiro modo, e por 1014, para o segundomodo. Considerou-se o deslocamento transversal paraambos os modos, no último nó da malha de ElementosFinitos. O movimento final dos dois primeiros modos sãomostrados na Fig. 13.
Pode-se observar que, na Fig. 13, a amplitude inicialreduziu significativamente, também é possível notar que,em menos de 1 segundo, a vibração foi controlada, o que
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mostra que o controle LQR foi eficiente no controle dasvibrações.
6 Conclusões
Este trabalho propôs o controle de vibrações em uma vigaem balanço com buracos prescritos. Foi considerado si-multaneamente um controle passivo, através de buracosnas vigas, e um controle ativo, através do acoplamento deatuadores piezoelétricos na estrutura.A partir das duas técnicas de controle proposto,concluiu-se que a utilização dos buracos prescritos au-xiliou no controle de vibrações da viga. Em relação ao con-trole ativo, o controlador LQR se mostrou eficiente. Comoatuador, foi considerado o material piezoelétrico, o qual ébastante utilizado no controle de vibrações e confirmou-sesua efetividade.Na comparação dos resultados deste trabalho com ou-tros trabalhos, como os de O’Boy et al. (2010), Krylov(2012) e Zhao and Prasad (2019), pode-se perceber que ocontrole proposto foi satisfatório, embora esta comparaçãonão seja a mais adequada, pois neles só foi consideradoo amortecimento das vibrações utilizando os efeitos dosBNAs e as estruturas consideradas são diferentes das pro-postas no presente trabalho. Em relação aos atuadores,podemos verificar no trabalho de Schulz et al. (2013) que oresultado é similar ao obtido no presente artigo.Como continuação desta pesquisa, pretende-se desen-volver uma metodologia para otimização da quantidade egeometria dos buracos prescritos.
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