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Resumo

Neste trabalho, propde-se um novo algoritmo de filtragem de particulas para a estimativa da volatilidade de pregos no
mercado financeiro a partir do modelo de volatilidade estocastica com alavancagem. Este método é baseado em um
filtro de particulas Rao-Blackwellizado, diferindo de métodos anteriores por usar uma aproximacao discreta para a
funcdo de importancia 6tima, sendo esta intratavel. O desempenho do novo método foi avaliado por meio de simulaces
numéricas utilizando dados sintéticos, nos quais o algoritmo proposto se mostrou melhor que o estado da arte em termos
de métricas de desempenho.

Palavras-Chave: Filtragem Estocastica; Filtro de Particulas; Métodos Bayesianos; Processamento de Sinais; Volatilidade
Estocastica com Alavancagem

Abstract

In this work, we propose a new particle filtering algorithm for the estimation of the volatility of prices in the financial
market according to model of stochastic volatility with leverage. This method is based on a Rao-Blackwellized particle
filter, differing from previous methods for using a discrete approximation to the otherwise intractable optimal importance
function. The performance of the new method was evaluated via numeric simulations using synthetic data, in which the
proposed algorithm compared favorably to a previous one in terms of transient and steady-state performances.

Keywords: Bayesian Methods, Particle Filter, Signal Processing, Stochastic Filtering, Stochastic Volatiliy with Leverage.

1 Introdugao

Arevisdo e o controle de variacoes de precos de ativos (Har-
vey and Shephard, 1996)(Lopes and Tsay, 2011)(Cohen
etal., 1972)(Djuric et al., 2012)(Han et al., 2016) é de suma
importancia para diversas atividades financeiras e econ6-
micas. Neste trabalho, estuda-se o problema de estimacao
6tima das variacdes de pregos utilizando um um modelo
de Volatilidade Estocastica com Alavancagem (Harvey and
Shephard, 1996), derivado da célebre equagao de Black-

Scholes (Cohen et al., 1972), que pode ser descrito como

Xi = B+ BoXpq + oUy,
— Xt/2 (1)
Ye=e""Vy,
em que X; é o logaritmo da volatilidade (log-volatility) no
instante de tempo t € N que representa, por exemplo, o
indice de um dia, u; e v; sdo processos estocasticos Gaussi-
anos de média nula e variancia unitaria, 81, 82 € ¢ > 0 sd0
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P
Py
ativo no instante de tempo t, em que P; é o preco do ativo.

Em Dijuri¢ et al. (2012), sendo este o estado da arte,
é estudada a estimacdo de X; e da funcdo densidade de
probabilidade preditiva p(y;.; 1y1.t), dadas as observagdes
Vit = V1,V2, -, Vt, Utilizando-se filtros de particulas (Dou-
cetetal., 2001). A estimacdo de X; a partir das observacoes
V1.¢ constitui um problema de Filtragem Estocdstica (Doucet
etal., 2001); pelo fato de o modelo (1) ser ndo-linear nas
observagdes, ndo é possivel aplicar diretamente técnicas
classicas para a sua solucdo tais como o Filtro de Kalman
(Kailath et al., 2000). Os filtros de particulas exibem com-
plexidade computacional elevada, mas tém sido aplicados
com sucesso em modelos nao-lineares sujeitos a pertur-
bagdes nao-Gaussianas.

Além de Djuric et al. (2012), outros trabalhos emprega-
ram técnicas semelhantes para a estimacao da volatilidade
de precos. Em Scharth and Kohn (2016), utiliza-se uma
variagao do filtro de particulas conhecida como Auxiliary
Sampling Importance Resampling Filter (Arulampalam et al.,
2002) para estimacao da volatilidade de ativos, realizando-
se testes praticos com precos de a¢gdes da IBM e da General
Electric. Em Han et al. (2016), por sua vez, propde-se a
estimacdo da volatilidade de op¢oes a partir de um filtro de
particulas com um processo de reamostragem adaptativo,
a depender do tamanho das amostras.

Em linha com Scharth and Kohn (2016); Han et al.
(2016), este artigo descreve um novo algoritmo, alterna-
tivo ao de Djuric et al. (2012), que se baseia numa aproxi-
macao da fungdo de importdncia 6tima (Doucet et al., 2001).
Conforme o observado em simulag¢es numéricas, o novo
algoritmo proposto exibe um desempenho transitério su-
perior ao do método de Djuri¢ et al. (2012), que utiliza a
funcdo de importancia a priori (Doucet et al., 2001) que,
ao contrario da dtima, ignora a observagdo mais recente.
O principal desafio neste caso é que a funcdo de impor-
tancia 6tima nao possui uma expressao fechada dada a
ndo-linearidade do modelo.

O texto a seguir esta organizado da seguinte forma: na
Secdo 2 é descrito com detalhes o problema de filtragem
estocastica, alguns métodos com solucdes analiticas para
este problema e suas respectivas aproximacdes. Na Se-
¢do 3, por sua vez, detalha-se a descricao do modelo de
Volatilidade Estocastica da Eq. (1). Prosseguindo, na Se-
¢do 4, é apresentada a solugdo para estimacdo do estado
X; proposta em Djuric et al. (2012) e, na Se¢do 5, introduz-
se 0 novo método proposto. Em seguida, na Secao 6, é
apresentada uma analise comparativa entre o algoritmo
de Djuric et al. (2012) e a solucao proposta neste trabalho,
na qual o comportamento dos diferentes métodos é ana-
lisado através de simula¢des computacionais utilizando
dados sintéticos. Finalmente, na Secdo 7, sdo feitas consi-
deracdes finais acerca do contetido exposto.

parametros desconhecidos e y; = 1é o retorno do

2 Filtragem Estocastica

Nesta se¢do introduz-se o problema de filtragem estocas-
tica em sua forma geral (Secdo 2.1), descrevendo-se em
seguida com detalhes os principais filtros utilizados na li-
teratura e suas respectivas aplica¢cdes (Arulampalam et al.,

2002): na Secdo 2.3, apresenta-se o filtro de Kalman (Kai-
lath et al., 2000), seguido do seu algoritmo derivado, o Fil-
tro de Kalman estendido (EKF) (Sayed, 2011) na Secao 2.4.
Finalizando a Secdo, é apresentado o Filtro de Grelha (Se-
¢d02.5).

2.1 Formulac¢ao Geral

Problemas de filtragem estocastica (Arulampalam et al.,
2002) estdo presentes em muitas areas da ciéncia, visto
que a situacao-problema desse tipo de filtragem consiste
em estimar uma variavel desconhecidas chamada gene-
ricamente de estado, a partir de observacgoes parciais, ge-
radas por meio de um modelo probabilistico. Na area de
engenharia por exemplo, problemas como rastreamento
de alvos (Bordin and Bruno, 2008), equalizac¢ao de canais
de comunicacao (Asif et al., 2014) e estimagao do estado de
um sistema elétrico de poténcia (Punskaya, 2003) podem
ser modelados e resolvidos como problemas de filtragem
estocastica. Problemas de econometria (Lopes and Tsay,
2011)(Taylor, 1982) também podem ser abordados através
dessa metodologia.

Exceto para algumas poucas classes de modelos, o pro-
blema de filtragem estocastica necessita de métodos com-
putacionais complexos e intensivos para a obtengao de
solugdes adequadas. Porém, o avanco da tecnologia pos-
sibilitou a implementacdo pratica desses métodos, tendo
como consequéncia um grande avango na analise e resolu-
¢do de tais problemas.

O problema de filtragem estocastica é baseado na repre-
sentacdo no espaco de estados de um sistema, e consiste na
estimagdo da variavel de estado Xn no instante n ¢ R dada
uma sequéncia de observagdes prévias yi:n £ V1,...,Vn
geradas como

n = fa(Xn-1,Vn-1, 6n), (2)
Vn = hn(Xn, un, 6n), (3)

em que fn(., .) € a chamada fungao de transicao de estados,
hn(.,.) é a funcdo de observacao e 6n é um vetor de para-
metros e vn e Un S30 processos estocasticos conhecidos
respectivamente como “ruido de excita¢do” e “ruido de
observagao”.

Em geral, fn(.,.) e hn(.,.) podem ter carater ndo-linear
e seus argumentos podem ter dimensoes distintas.

2.2 Estimativa Recursiva de um Estado

A estimagcdo 6tima da variavel de estado dadas as observa-
¢Oes passadas s6 é possivel quando a densidade a posteriori
da mesma, representada por p(Xnlyi:n), puder ser deter-
minada. Para isso, é necessario fazer algumas suposicoes
adicionais acerca do problema; supondo que os parame-
tros 0n sejam conhecidos e vn e un sejam independentes,
tem-se como resultante um modelo Markoviano (Doucet
et al., 2001) (Hidden Markov Model - HMM), ou seja, Xn
condicionado em Xp—; € independente de {X;,y;}, [ < n
(Doucet et al., 2001). Como consequéncia, a densidade a
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posteriori requerida tem expressdo recursiva dada por

p(Xnlyi:n-1) = /P(Xn|Xn—1)P(Xn—1|Y1:n—1)an—1, (4)
RN

p(Wn!Xn)p(Xnly1:n-1)
p(Ynlyin-1)
- P(Yn|Xn)P(Xn |Y1:n—1) (5)
J pYnlXn)p(Xnly1:n-1)dXn ’
RN

P(Xn|l/1:n) =

uma vez que

P(ynlyin_1) = / Pl Xn)pKnlyin-1)dXn.  (6)
RN

O passo de predicao (Eq. (4)), baseado no modelo di-
nadmico, determina a distribui¢ao do estado no instante n
com base nas observagoes passadas. Ja o passo de filtra-
gem (Eq. (5)), atualiza essa distribuicdo incorporando a
observacdo do instante n. A constante de normalizagao do
passo de filtragem é representada pela Eq. (6).

A densidade a posteriori p(Xn|y1:n) possui expressdo, re-
cursiva ou fechada, com nimero constante de parametros,
em dois casos principais (Arulampalam et al., 2002): no
caso em que {vn, un} forem conjuntamente gaussianos e
estatisticamente independentes e f, e hn forem fungdes
lineares, o problema pode ser solucionado pelo filtro de
Kalman (Kailath et al., 2000); quando Xn possuir uma dis-
tribuicdo discreta com suporte finito, a solucdo é dada pelo
chamado filtro de grelha (grid filter) (Arulampalam et al.,
2002).

Para os demais casos, resta recorrer a métodos suboti-
mos para aproximar p(Xn|y::n). No tutorial de Arulampa-
lam et al. (2002), descrevem-se diversas técnicas para este
fim: uma variagao do Filtro de Kalman para modelos ndo-
lineares chamada de filtro de Kalman estendido (EKF), apro-
ximac0es do Filtro de Grelha para modelos em que o espaco
estado é continuo (Approximate Grid Filter Methods) e os
filtros de particulas (Doucet et al., 2001), que aproximam
p(Xnly1:n) através de um pente de impulsos ponderados,
em que os pontos de suporte (as chamadas “particulas”)
evoluem de acordo com uma regra probabilistica.

2.3 Filtro de Kalman

Analisando o problema descrito na Se¢ao 2.2, pode-se mos-
trar em Arulampalam et al. (2002) que se as funcoes fn € hn

forem conhecidas e lineares, e que os ruidos de excitacdo e

de observacdo (un e vn respectivamente) forem processos

estocasticos Gaussianos com parametros conhecidos, as

Eq. (4) e Eq. (5) possuem expressdo analitica que consti-
tuem o chamado filtro de Kalman.

O filtro de Kalman pode ser deduzido num contexto de
minimizacdo do erro médio quadratico de estimacao dos
estados a partir das observagoes ou num contexto Bayesi-
ano, como a seguir. Baseado nas suposicoes anteriores, o

modelo da ?? pode ser reescrito como

(-
Yn =
em que Xn é a variavel de estado desejada, yn € a observacdo

no instante n, Fn e G} sdo matrizes deterministicas conhe-
cidas e un(ruido de excitacao) e vn(ruido de observacao)
sao independentes e definidas como

FnXp—1+un
GEXn + Vn

(7)

XO ~ N(XO) 20))
Un ~ N(O) QO))
Vn N./\/(O,En),

em que Qo e =p sdo as covaridncias de un e vn, respectiva-
mente.

Esse modelo relaciona o estado Xn, de dimensao RL x 1
a observacdo yn de dimens&o R x 1. Os calculos implemen-
tados pelo filtro de Kalman se utilizam de dois passos: o
passo de predicdo e o passo de filtragem, descritos a seguir.

2.3.1 Passo de Predicdo

0 passo de predicdo (Arulampalam et al., 2002) possibilita
que o filtro de Kalman produza estimativas do estado atual
dadas as observacoes passadas. Para a sua dedugdo, parte-
se de

pXnlyi:n-1) = p(Xn!Xn-1)
Xn-1€RL

- p(Xn—1 |}/1:n—1) dXn-1. (8)

Tomando-se o seguinte passo de inducdo, em que se
supdem que as densidades p(Xn|Xn-1) € p(Xn-1ly1, ..., Yn-1)
sdo Gaussianas com os parametros

p(Xn|Xn-1) ~ N(Xn|FnXn-1;Qn-1);
P(Xn-11y1:n-1) ~ N (Xn-11Xn-1;Zn-1),

segue, como consequéncia, que

p(XnlX1:n-1) = N (Xn|FnXn-1;Qn-1
Xn1€RE
+Fn2n—1Fr'11‘)N(Xn—1 |Xn—-1; Xn—1)dXn—1.
Disto resulta que o passo de predicdo do filtro de Kalman é
dado por Bruno (2013)

P(Xn|X1:n-1) = N(XnlX 015 Sninot)s

sendo os parametros determinados por

{ann—l = F”X”—l (9)

Zhn-1 = Qn-1  +FnSnaFfs;
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2.3.2 Passo de Filtragem

No passo de filtragem (Arulampalam et al., 2002), a densi-
dade preditiva (8) é combinada com a observacao do ins-
tante atual através da relacdo

P(}/n [Xn )P(Xn |Y1:n—1)

T PO X Calyrm)dn. 00
RL

p(Xn |y1:n) =

Dando continuidade ao processo de induc¢do e explorando
o fato de p(yn|Xn) e p(Xnly1:n-1) serem Gaussianas, com
0s parametros

pnlXn) ~ N(yn |G£,Xn;5n),
P(Xnly1n-1) ~ N'(Xn|Xn-1;Qn-1 + Fa¥n_1Fp),

segue que o numerador da Eq. (10) pode ser reescrito, apds
longas manipulaces (Bruno, 2013), como

N(yn |GEFnXn—1;=n + G} (Qn-1 + FnSn—1F1)Gn)
N(Xn D_(n, En).

Como resultado final do passo de filtragem, tem-se que

p(Xnly1:n) = N(XnlXn; Xn), (11)

sendo os parametros atualizados como

- = T -1
Yn = Enln—l - ann_lGn [:n + annln_lGn]
T
‘annln—l
5 _ o _ T -1
Xn = ann—l + ann—lG” [:” +Gn ann—lG”}
’ [y” - GZXnIn—l}

em que

Zhin-1 = Qn-1 + FnEn—lFrTl';

X = Fan_l,

nln-1

sendo o fator £,,_,Gnl[En + G 3,,_,Gn]™* conhecido
como Ganho de Kalman (Kailath et al., 2000). Note que,
como (11) é Gaussiana, a hipotese de inducdo utilizada no
passo de predicao foi confirmada.

2.4, Filtro de Kalman Estendido (EKF)

Como visto na Secao 2.3, o filtro de Kalman resolve exata-
mente o problema de filtragem estocastica para modelos
lineares com ruidos de excita¢do e observagdo Gaussianos.
Caso as condicdes de linearidade do sistema ndo sejam sa-
tisfeitas, o filtro de Kalman estendido (EKF) prové solucées
aproximadas, determinando as matrizes de covariancia
através da linearizacdo do modelo em questdo. Para isto,
considere o modelo
{Xn fn(Xn-1,un)
Vn

gn(Xn, Vn) (12)

em que Xn é a variavel de estado desejada, yn € a observacdo
no instante n, fn(.,.) é a funcdo de transicdo de estados e
gn(.,.) é a funcdo de observagdo. Além disso, tem-se o
ruido de excitagdo un ~ N(0, Zn) e o ruido de observagao
Vn ~ N (0, Qn)

Para o caso geral do EKF, o passo de predicao é determi-

nado através das aproximacoes

ann—l = fn(Xn—l)O))
5 = FnSnFf + LnQnLE,

(13)

nln-1

em que Ln e Fn sdo determinadas pelas matrizes jacobianas

Ofn
F, =
" 8Xn_1 Xn-1=Xn-1 ’
Ln = % .
au“ Xn—lz)_(n—l

No passo de filtragem, por sua vez, sdo feitas a aproxi-
macoes

’fn = ;nm_lGn(GnE
Xn
¥n

nIn—1GE + MnZnMf) ™
ann—l + kn(yn - gn(Xn|n—1;O))
(I' = kngn)Z -y

(14)

em que Gn e My sdo determinados pelas derivadas

8gn
Gn= 290
" 9Xn Xn:XnIn—1 ’
8Vn Xﬂzinln—l

Em ambos 0s passos, as esperancas dos estados (X,,,_,
e Xn) sdo propagadas exatamente através das ndo-
linearidades, mas as covariancias (¥,,_; € ¥n) s30 apro-
ximadas tomando-se uma expansao de primeira ordem

(Kailath et al., 2000).

2.5 Filtro de Grelha

O filtro de grelha (Grid Filter) (Arulampalam et al., 2002)
fornece recursivamente os valores da densidade a posteri-
ori p(Xnly1, ..., yn) Nno caso que o estado é discreto e consiste
em um namero finito de valores.

Considere que no instante n — 1 o estado possa ser
discretizado em Ns estados (X,(]'ll, i = 1,..,Ns). Para
cada estado Xn, a probabilidade condicional dadas as me-

di¢des até o instante n — 1 é denotada por wgzlln_l =

Pr (Xn_1 = x|y, ...,yn_l) , ou seja,

ns . .
P (Xn-1lys, o) = > w5 (Xna = X1 ), (15)
i=1

em que § denota o delta de Dirac.
Substituindo a Eq. (15) nas Eq. (4) e Eq. (5), podem-se
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deduzir os passos de predicao e de filtragem do filtro de
grelha, respectivamente, como (Arulampalam et al., 2002)

Elll)n -1 an 1ln— 1 (X’E‘i)lxﬁljzl)’

wd (i)

(i) 2 nln 1p(y 1X5”)
nln = «ns ., () MY °
j=1 Wnin-1P (yan” )

A densidade a posteriori é entdo exatamente dada por

ns
p(Xnly1, ..., yn) = ngl)né (X X(’)) (16)

i=1

2.5.1 Aproximagées do Filtro de Grelha

De forma analoga a relagdo entre o filtro de Kalman esten-
dido e o filtro de Kalman, o filtro de grelha também possui
variacOes que trazem solugdes aproximadas para casos
que violam as premissas necessarias para o seu uso. Em
Arulampalam et al. (2002), descrevem-se métodos apro-
ximados (Approximate Grid Based-Methods), que podem
prover solucoes aproximadas para sistemas com estados
continuos. Para isto, o estado continuo é decomposto em
ns células fixadas a priori, levando a aproximacao da den-
sidade a posteriori em n — 1 dada por

P (Xn-1ly1, -y Y1) (Xn-1 - x2,) . (7)

(i)

~ 1

~ an—1|n—16
1=1

De forma andloga ao filtro de grelha, substituindo (17)
em (4) e (5), obtém-se os passos de predicdo (Eq. (18)) e
de filtragem (Eq. (19))

n .
PXnlys, ey yn) ~ > w5 (Xa-x{),  (18)
i=1
p(Xn|y1; ,_Vn) ~ Zwﬁ:l)n(s ( Xr(]l)) y (19)
i=1
em que
w®d )
Whin-1 Z n— 1|n 1/XeX(’) (Xan—l) dX, (20)
wd
(1) 2 nlln 1erX(') p (ynlx) dX (21)
Whain = Zns ng)n 1fX€Xr(|i) ()/n|X)

em que as integrais em (20) e (21) surgem porque Xﬁ,i),
i = 1,..,ns representam regides do espaco continuo de
estados.

3 Modelo de Volatilidade Estocastica

No modelo empregado em Djuri¢ et al. (2012), o processo
v¢ (Eq. (1)) possui varidncia unitaria e é suposto inde-
pendente e identicamente distribuido (i.i.d.) para todo

t. O processo u;, por sua vez, é correlacionado com th £

T .
[Vi—1) Vi—2, Vi—1) - V1], | > 0. Seja

coef (2] [+ 9 Jef ]

supostamente nao-singular, em que I; denota a matriz
identidadel x lec £ [p1 p2 .. p,}T e RIX1,

A fungao densidade de probabilidade (f.d.p.) conjunta
de [u; z{1" é dada por
1" = N(0,0),

p([ur z{ (22)

em que N(0, C) denota uma f.d.p. Gaussiana com média
nula e matriz de covariancia C.

0 modelo, portanto, possui [ + 3 parametros invariantes
que podem ser colecionados no vetor

T
0= B2 o p1 p2 o]’ e R,

Por conveniéncia, 0o modelo de (Eq. (1)) pode ser rees-
crito como (Djuric et al., 2012)

{Xt s (23

e = Xy

em que u; ~ N(1,0) éiid. (diferentemente de u;), 3 £

[B1 B2 Blaa)y Bk = opg—y Parak > 3, ¢ £ ov1 - T,
e

h 2 [1 Xy Yp_je~ K/ yt_le—(xt_zlz)},

4 Filtro de Particulas Utilizando Funcao de
Importancia a Priori

Os Filtros de Particulas (Doucet et al., 2000) s3o técni-

cas para a solucdo aproximada de problemas de filtragem

estocastica. Basicamente, uma estimativa empirica da dis-

tribuicdo® a posteriori da sequéncia de estados X;.; € obtida
como

P(dXo:t|y1:t) ~ ZW(m)5 m)(dXO t)) (24)

m=1

em que X(m) séo as particulas, amostradas de uma f.d.p.
arbitrdria = (X V1 t) chamada de fung¢do de importdncia,

ng) sdo os pesos das particulas, M é o nimero de particu-

1A0 longo do texto, usa-se p(-) para denotar a f.d.p. e P(-) para denotar
a distribuicdo de probabilidade de uma variavel aleatéria.
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lase dygtm) (-) denota uma massa delta de Dirac localizada
o:t
(m)
em Xy’ .
Os pesos podem ser atualizados recursivamente através
da expressdo (Djurié et al., 2012)
P (ve X IXE VI, )

) (25)
™ (Xt(m) IX(()':'}ll,ylzn)

m
Wg ) X Wt—l

M
emque ) wim =1,
m=1

Observa-se que a variancia dos pesos tende a aumentar
com o nimero de iteracées (Doucet et al., 2000). Para con-
trabalancar este efeito, pode-se lancar mao do processo
de reamostragem (Doucet et al., 2000) do conjunto de par-
ticulas e pesos, que produz um novo conjunto com pesos
uniformes.

Explorando relacoes de independéncia condicional in-
duzidas por (Eq. (23)), verifica-se que (Eq. (25)) pode ser
reescrita como

p (Ytlxt(m)) p (Xt(m)|X(()r?zllyY1:t—1)

ng)
7 (XMIXSE, yre)

,  (26)

X Wi—q

emquep (yt IXt(m)> = N(o, X" ) ea func¢ao de importancia
apriori é definida como

s (Xt(m)|X(()'§11;Y1:t—1)éP (Xt(m)|X((,T11,Y1:t—1) ,  (27)
de forma que (Eq. (26)) se reduz a
wi™ o wi™p (yeIX{™) . (28)

Para calcular p (Xt(m)Ingt'Zl,yl;t_l), observe inicial-
mente que

p (Xl.gm) |X(()':rt111)3)1:t) ﬂy C) =

= p (XX, e, 8,C) = NhTBEP),  (29)

ou seja,
p(Xt(m)le()r:?Zplh:t—l) =
- / p (XM, 3, ¢IX vy ) dode
_ / p (XX yyr, 5, ¢)

p (8, ¢IXSR, yie) dBdc. (30)

Em Djuri¢ et al. (2012), é mostrado que a f.d.p.
p(X¢1Xo:¢—1, V1:t—1) € uma t de Student univariada (O’Hagan

and Forster, 2004), definida como
PXt|Xo:t—1,V1:t-1) = T (v, nt, At) =
1
() -
; 2 / a§7) <1+ (Xt;m) >
t t
r (5) r(3)

Na Equagdo (31), vy £ t — | — 3 representa os graus de
liberdade, T denota a fungdo gama, e*

v +1

(31)

-1 ~
n 2 he (HEsHie)  HE A Xeon, (32)
-1
a = re— (1 +h{ (HtT—lHt—1> ht) ) (33)
a2 X1 X, Xea]", (34)
ht N [1 Xi—1 yt_le—(xt—l/z) .. .yt_le_(Xt—I/Z)} , (35)
Hoy2 [ oo hey), (36)
N 2
(Xt - htT/Bt—l)
re2req + , (37)
1+h7 (HtT_lHt_l) he
) -1
Br-1 = (Ht—lHt—l) Hi 1 Xt (38)

Utilizando-se (Eq. (31)) chega-se ao algoritmo referén-
cia na area, proposto em Djuric et al. (2012). A partir de

M
Xt-1 = {Xé’?ﬂl, ngl) )0 conjunto de particulas e pesos
: m=

disponivel instante de tempo t — 1, 0 algoritmo determina
xt através dos seguintes passos:

Algoritmo 1: Filtro de Particulas de Djuri¢ et al. (2012)

i. Calcule

T -1

: RETl): ((H§T1)) HETB) )
() a T.

A 2R ()5,

. hgm) conforme (Eq. (35)).

ii. Calcule

T .
= (),

T
=) (1 (W) REA).

iii. Amostre Xt(m) ~ T (yt,nﬁm),agm)) através de

(Eq. (31)). ) )
iv. Atualize os pesos das particulas através de

~ (m)
W™ o wMp (yelx™) = wim (o, X ) .

2Por concisio, o indice subescrito (m) referente as particulas serd omi-
tido onde ndo for absolutamente necessario.
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. (m) W(m)
v. Normalize os pesos comow; "’ = —————.
ZM* W(m))
(i, wf
vi. Apartir de x;, determine a estimativa

M
Xe= > wimxm.
m=1

vii. Reamostre y; utilizando um dos métodos descritos
em Doucet et al. (2000).

viii. Calcule rgm) através de (Eq. (37)).

ix. Calcule
(m),(m)
kgm) = M (39)
R
x. Calcule Bt(m) a partir de Bt(i”l) através de
R R T .
A=Ak (%= () 5R) - o)
xi. Atualize Rng) para Rgm) , através de
T
RO = (1-1™ (™)) RE. )

em que I denota a matriz identidade.

5 Novo Algoritmo Proposto

Uma maneira de melhorar o desempenho do algoritmo
de Djurié et al. (2012) seria empregar a funcéo de impor-
tancia 6tima (Doucet et al., 2000), definida como
Topt (Xt|Xo:t-1,V1:t) =P (Xt|Xo:t—1,V1:t) (42)
assim chamada por minimizar a variancia dos pesos dado
Xt-
Pode-se verificar, explorando rela¢des de independén-
cia condicional induzidas por (Eq. (1)), que

p (Xt;J/t|X0:t—1,Y1:t—1)
P (VelXo:t-1)V1:t-1)
__P (Ytlxt) p (Xt|Xo:t—1,Y1:t—1)
P elXe) p (XelXo:t-1, Vi:t—1) dX;

Infelizmente, dada a ndo-linearidade do modelo (Eq. (1)),
a integral acima ndo possui expressdo analitica. Para con-
tornar este problema, propOe-se empregar a aproximagao
discreta

Topt (Xt Xo:t—1)Y1:t) =

J
P (X¢|Xo:t—1) Y1:t-1) = Z‘SX[J-(dXt)y (43)

j=1

em que X;; ~ p (X¢|Xo:t-1, Y1:t-1). Substituindo a aproxi-
macao proposta na expressdo da funcdo de importancia

20

X|

15F Djuric et al.
Proposto

01

-10 1

-15
Tempo
Figura 1: Estimativas geradas pelos algoritmos da Se¢ao 4
(Djuri¢ et al. (2012)) e da Secao 5 (Proposto) em

comparacdo ao valor verdadeiro de X; ao longo de uma
inica realizacdo.

6tima, obtém-se que

S0P (elXe) o, (dXe)

SLp(y) Y

Hopt (X¢lXo:t-1,V1:t) =

A geragdo de amostras de (Eq. (44)) é facil por se tratar de
uma distribuicdo discreta. Substituindo-se a aproximacao
(Eq. (43)) no numerador e (Eq. (44)) no denominador de
(Eq. (26)), resulta que

P (VelXe) p (X1 Xo:t-1, Va:t—1)

W X We_q
Topt (Xt Xo:t-1, V1:t)

J
~ .Z p (yt|xt,,.) . (45)

J

Observe que o algoritmo proposto difere do algoritmo
de Djuric et al. (2012) apenas nos passos 3 € 4.

6 Resultados

Nessa se¢do, sao analisados os desempenhos dos algorit-
mos descritos nas Secoes 4 e 5.

Para tanto, realizam-se simula¢des numeéricas nas
quais os algoritmos processaram 400 amostras sucessivas
de dados sintéticos gerados de acordo com o modelo da
Eqg. (23), em 1000 realizacdes independentes.

Para a geracao dos dados, utilizam-se os seguintes pa-
rametros: 3; = 0, 82 = 0,99, 0 = 1ec = 0, 9. Esses parame-
tros correspondem a um processo sem tendéncia (5; = 0),
com amostras altamente correlacionadas (5, = 0,99) e
com forte alavancagem (c = p = 0, 9). Os filtros de particu-
las empregaram M = 300 particulas e o algoritmo da Segéo
4 utilizou J = 4.

AFig. 1ilustra o resultado obtido ao longo de uma tinica
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Figura 2: Valores médios ao longo de 1000 realiza¢des do
erro quadratico de estimacao (o ;) para os algoritmos da

Secao 4 (Djurié et al. (2012)) e da Se¢do 5 (Proposto) em
funcdo do tempo.

realizacdo pelos algoritmos da Secéo 4 (Djuric et al.) e da
Secdo 5 (Proposto) em comparacao ao valor verdadeiro de
X; gerado pelo modelo (Eq. (23)). Como se pode observar,
as estimativas geradas pelos dois algoritmos se aproxima-
ram dos valores verdadeiros de X;.

Calculou-se para os mesmos algoritmos a variancia mé-
dia do erro de estimacao, definida como

. RoT )
~)2(:ﬁZZ|FXt_TXt|21
=1 t=1

em que o indice subscrito a esquerda indica o indice da
realizagdo, R o numero de realizacées e T 0 nimero de
amostras processadas. Os valores obtidos utilizando-se
R = 1000 realizacdes independentes foram de 0, 8813 para
o algoritmo da Secao 3 e 0, 8454 para o algoritmo da Se¢ao
4, o que ilustra a vantagem do algoritmo proposto, que em-
prega uma aproximacao da funcdo de importancia 6tima,
em relacdo ao método que usa a fungdo de importancia a
priori.

Na Fig. 2, por sua vez, é mostrado o valor de
2 1 & 12
vatéﬁhxt—rxt' )

ou seja, o erro quadratico médio de estimacao ao longo das
realizac¢Oes em fungao do tempo, para R = 1000 realizagdes.
Como se pode observar, para o algoritmo proposto o% , se

aproxima mais rapidamente de um comportamento assin-
totico e exibe valores inferiores aos correspondentes do
algoritmo de Djuric et al. (2012). Vale observar ainda que o
algoritmo de Djuri¢ et al. divergiu em algumas realizagdes,
produzindo valores elevados de erro, o que nao ocorreu
para o algoritmo proposto.

6.1 Simulacao com Dados Reais

0 desempenho dos algoritmos estudados também foram
testados com dados reais. Para esse fim, utilizaram-se os
algoritmos das Secdo 3 e 4 para estimar a volatilidade preco
das acoes da Petrobras (PETR4) e a densidade preditiva
P(Yn+11y1:n), necessaria para o calculo de outras métricas
de risco, como o Value-at-Risk e o Expected Shorfall (Djuri¢
etal., 2012).

Primeiramente, estimou-se a volatilidade de PETR4.
Visando obter uma analise de um periodo relativamente
longo, utilizou-se para calculo dos retornos y; os pregos de
fechamento da acao da Petrobras PETR4 em um periodo
de 10 anos, sendo escolhido o intervalo entre os dias 01
de Janeiro de 2008 e 01 de Janeiro de 2018. Os pregos de
fechamento do periodo indicado foram retirados de Yahoo
(2018). A volatilidade histérica da PETR4 do periodo foi
calculada pelo método descrito em Gunn (2009).

Para a andlise do desempenho, empregaram-se os re-
sultados de 300 realiza¢des independentes de cada algo-
ritmo. Porém, para fins de ilustracao, utilizou-se apenas
uma realizacao. O resultado pode ser visto na Fig. 3.

Fungéo Djuric et al.
180|- Nova Fungao
Volatilidade Histérica

140 4

Volatiidade Anualizada

L L
500 1000 1500 2000

Figura 3: Comparacdo entre Volatilidade Histdrica da A¢do
PETR/ com as estimativas da Volatilidade Implicita
obtidas pela fungao de Djuric¢ e a fung¢do proposta nesse
trabalho.

Pela Fig. 3, percebe-se que a volatilidade da PETR teve
seus maiores picos entre os dias 275 e 794 (01/10/2008 a
05/03/2010) e no dia 2221 (29/01/2014). Esses picos podem
ser atribuidos aos efeitos da crise de 2008 (Krugman, 2010)
que se estenderam ao longo do tempo e a outras razdes de-
correntes do envolvimento da empresa na Operacao Lava
Jato.

Em relacdo ao comportamento dos filtros estocasticos,
observa-se que esses algoritmos acompanharam a tendén-
cia da volatilidade historica em grande parte do periodo
analisado, tendo pouca discrepancia em relacdo a vola-
tilidade calculada. Note que, por se tratar de uma série
temporal real, a volatilidade verdadeira nao € acessivel, ja
que se trata de uma variavel oculta. O algoritmo com fun-
¢do de importancia a priori de Djuric et al. (2012) teve um
desvio padrao médio (ao longo do tempo e das realizagoes)
de 3,7015%, enquanto a func¢ado proposta teve um desvio
de 3,0944%, reforcando o melhor desempenho do método
proposto, como pode ser observado na Fig. 4.

Utilizando a mesma série temporal, foram também es-
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Funcao Djuric et al.
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Figura 4: Desvio Padrdo obtido entre a volatilidade
histdrica da PETR4 e as estimativas obtidas pelo Filtro de
Particulas com ambas func¢des de importancia.

timadas as seguintes métricas de risco:
- Value at Risk (VaR), definido como (Djuri¢ et al., 2012)
(46)

em que Fy éa Func¢do Distribuicdo calculada em . Geral-
mente, faz-se o iguala 95%, 97,5% ou 99% (Alexander,
2009).

« Expected Shortfall (ES), calculado como (Djuri¢ et al.,
2012)

VaR, =sup[y e R: Fy (y) < «],

1 VaR,,
ESo =E[Y]Y < VaR.] = m/_ y dFy ().

(47)
- Excess Shortfall (es), dado por (Djuric et al., 2012)
es, = ES, — VaR,.. (48)
Para averiguacao dos efeitos, realizaram-se novas si-
mulacOes com um modelos de ordem [ = 2 (Se¢ao 3) e 500
realiza¢des independentes. Adotaram-se como métricas
de desempenho f;, a porcentagem média de vezes que o
retorno previsto para o dia seguinte é menor que o valor
em risco e f,, a porcentagem média de vezes em que o
mesmo retorno previsto € menor que o ES, chegando-se
aos resultados mostrados na Fig. 5.

Algoritmo Djuric Algoritmo Novo (J=4) | Algoritmo Novo (J=10)
fl f2 f1 f2 f1 f2
0.0357 0.0105 0.0247 0.0133 0.0179 0.0175

Figura 5: Valores médios das métricas de desempenho f; e
f> em fun¢do da ordem suposta para o modelo.
Compararam-se os algoritmos de Djuric etal. e 0
proposto, com parametro J = 4 e 10.

Para o calculo de f; e f,, utilizaram-se VaRs, € ESsg,.
Pode-se perceber pelos resultados que, das 500 realiza-
¢bes, o nimero maximo de vezes que o retorno foi menor
que o valor em risco foi em 3,5% das realizacées, e 0 ma-
ximo de excedéncia do ESs, foi em 1,75% das realizagdes.

Observe que ha uma diferenca consideravel na porcenta-
gem média de vezes em que o retorno é menor que o valor
em risco (3,51% com o algoritmo de Djuric et al. contra
1,79% no novo algoritmo), ao custo de um acréscimo na
porcentagem média de vezes em que o retorno é menor
que o0 ES (1,05% com o algoritmo de Djuric et al. contra
1,75% com algoritmo novo).

7 Conclusoes

Neste trabalho, apresentou-se um novo algoritmo para a
estimacdo do estado de um modelo de volatilidade estocas-
tica. O algoritmo proposto difere de métodos anteriores por
empregar uma aproximacao para a funcdo de importancia
6tima, que nao possui forma analitica tratavel. Como se
observou através de simulagdes numeéricas, o algoritmo
proposto tem um desempenho superior em termos de va-
ridncia média das estimativas produzidas, além de exibir
um comportamento transitério mais favoravel.

Vale ressaltar que os filtros de particulas produzem so-
lucdes aproximadamente dtimas caso o modelo suposto
seja verdadeiro. Caso haja incerteza sobre o modelo subja-
cente a série temporal, métodos baseados em técnicas de
inteligéncia artificial podem ser mais adequados.
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