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1 Introducao

Neste trabalho, pretende-se enfatizar algumas questdes relacionadas
com dificuldades e obstaculos e suas implicaces para a educagiio matemitica.
Virios sio 0s autores (epistemdlogos, educadores, psicélogos, pesquisadores)
que abordaram essas questoes. Entre eles, pode-se citar BACHELARD (1993),
HENRY (1991), ARTIGUE (1990), VERGNAUD (1989),  SIERPINSKA
(1989) e BROUS SEAU( 1989a,b;1983).

Em 1938, BACHELARD, em seu livro La formation del'esprit scientifique,
faz emergir a concep¢io de que o problema do conhecimento cientifico precisa
ser delineado em termos de cbstaculos. Analisa as causas de estancamento, de
retrocesso e de inércia do conhecimento cientifico, que denominou de obsticu-
los epistemol6gicos. Para ele, "a nogdo de obsticulo epistemoldgico pode ser
estudada no desenvolvimento histérico do pensamento cientifico e na prética
da educagio” (BACHELARD, 1993:20). Atenta para o fato de que, na educa-
¢a0, a nocio de obsticulo pedagégico é desconhecida e diz que, freqiientemen-
te, choca-o o fato de que "os professores de ciéncias, ainda mais que os outros
se cabe, nio compreendam que nio se compreenda” (idem, ibidem).

BROUSSEAU (1983: 166) retoma a idéia de obstaculo de Bachelard
e destaca a sua importincia para a diddtica da materndtica, dizendo que "a
identificagio e a caracterizacio de um obstdculo sdo essenciais para a andlise
e para a construgao de situagdes didéticas”. Referindo-se 4 aprendizagem e ao
ensino, ele sublinha que o surgimento de obsticulos cognitivos € inevitdvel.
Ressalta, ainda, que um obsticulo se manifesta através de erros, os quais
considera como "o efeito de um conhecimento anterior, que teve seu interesse,
seu sucesso, mas que, agora, se revela falso, ou simplesmente inadaptado"
(idem:171). Para esse autor, sio erros desse tipo que se constituem em obst4-
culos. Segundo sua origem e a maneira pela qual eles evoluem, os obstéculos,
fundamentalmente cognitivos, podem ser ontogénicos, epistemolégicos, didati-
cos e até mesmo culturais. Os ontogénicos sdo aqueles que surgem em fungao
de limitagdes de um sujeito em um dado moemento de seu desenvolvimento;
epistemolégicos sdo aqueles obsticulos inerentes ao conhecimento, os quais
podem ser encontrados na histéria dos préprios conceitos; os didéticos depen-
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deriam unicamente "de uma escoltha ou de um projeto do sistema educativo”
(idem:177}, ou, ainda, conforme HENRY (1991), sao criados pela escolha de
determinada estratégia de ensino, a qual geraria conhecimentos erréneos ou
incompletos gue seriam obsticulos para a compreensio de conceitos; os obsta-
culos culturais tém relagfio com conhecimentos que se desejaria desenvolver
nos alunos ou conhecimentos que ¢les precisariam, os quais nao existem dire-
tamente na cultura cientifica (ex.: a capacidade de enumerar conjuntos, um
pensamento natural bem desenvolvido). Segundo BROUSSEAU (1989a), ou
conforme HENRY (1991), esse Gltimo tipo de obsticulo surge quando os
conhecimentos introduzidos adquirem um sentido numa cultura dada, que
néo é o mesmo na cultura do aluno.

Para VERGNAUD (1989), € possivel identificar dificuldades de natu-
reza diversa na aprendizagem de matemitica e € interessante fazer uma andli-
se detalhada das diferentes dificuldades que os alunos encontram neste proces-
s0. Em sua percepcao, uma dificuldade constitui-se num verdadeiro obstaculo,
quando hi uma concepgio a superar, quando hi uma contradi¢io entre a
concepgio antiga a rejeitar e a concepgio nova a assimilar. O autor mostra a
importincia da distingio entre obsticulos e dificuldades para a didatica, para
que o professor nao adote a mesma estratégia didatica em relagio aos verda-
deiros obstaculos e em relagio as outras dificuldades conceituais. Ele distingue
dois tipos de dificuldades: aquelas em que “existem saltos do pensamento, sem
que esses saltos entrem violentamente em contradigio com as concepgoes € as
competéncias anteriormente formadas” ; ¢ outras que "formam obsticulos
epistemolégicos importantes e durdveis” , 0s quais precisam ser analisados
"para mudar de concepg¢io e compreender a relagio da concepgio nova a
formar com a concepgio anterior” (VERGNAUD, 1989:38).

2 Algumas dificuldades e obsticulos através de conceitos ¢ de algoritmos

No sstudo de opcragdes matemdticas, € possivel identificar dificulda-
des e obstdculos tanto em nivel conceitual como ¢m nivel de algoritmo. Por
exemplo: operacgoes usadas abstratamente, sem vinculagio com situagbes reais
ou mesmo simuladas, dificultam a compreensao conceitual; a faita de compre-
ensio do préprio conceito compromete a aprendizagem dos algoritmos; regras
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simplificadas , utilizadas como estratégias nos algoritmos das operagdes com
nimeros naturais, fracbes e decimais, sio inadequadas e constituem-se em
obsticulos para a aprendizagem dos préprios algoritmos. Para analisar algu-
mas dificuldades e obsticulos no ensino e na aprendizagem matemitica, neste
trabalho, serdo utilizadas, basicamente, questdes relacionadas com conceitos
e algoritmos das operages fundamentais com nlimeros naturais: adigio, sub-
tragio, multiplicagio e divisio. Operacdes com fragdes ou nameros decimais,
no entanto, serio analisadas como extensio de pontos abordados com niime-
ros naturais. Assim, este estudo estd centrado na operagio matemética e ndo
aborda situagbes ou problemas envolvendo operagoes.

Segue-se uma andlise das dificuldades e dos obstaculos que permeiam
o ensino de matematica no cotidiano escolar.

2.1 Adigao

Na adigio de dois ou mais niimeros naturais, com reagrupamento
(reserva), ao serem ultrapassadas nove unidades na ordem das unidades sim-
ples (e em cada ordem subseqiiente), o procedimento a ser adotado é reagru-
par (juntar) uma dezena na 2°* ordem, a qual provém da adigio das unidades
da 12 parcela com as unidades da 2? parcela. O mesmo ocorre na ordem das
centenas, quando se junta a centena formada na ordem das dezenas. Por outro
lado, a énfase na utilizagio de vai um para expressar o agrupamento de uma
dezena formada na adi¢io do ntimero de unidades (unidades simples) da 1*
parcela com o niimero de unidades da 2* parcela, sem compreensao do que o
um significa, ou para expressar o agrupamento de uma centena formada na
adi¢io do nimero de dezenas da 1° parcela com o nimero de dezenas da 2*
parcela, e assim sucessivamente, certamente constitui um obsticulo para a
aprendizagem do algoritmo da adigdo. Nesse sentido, a utilizagio da idéia de
vai um leva o aluno a um processo mecinico, que nao representa aprendizagem
do algoritmo da adigiio, porque ele o executa sem mesmo compreender que
estd juntando unidades com unidades, dezenas com dezenas, centenas com
centenas.
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O desenvolvimento desse processo na adicao de niimeros naturais
pode originar dificuldades na adi¢io de niimeros decimais. A idéia do vai um
nao permite compreender que o procedimento a ser adotado ¢ adicionar uni-
dades semelhantes, ou seja, centésimo (c) com centésimo, décimo (d) com
décimo, unidade {U) com unidade, dezena (D) com dezena. Por exempld, na
montagem de 15,06 + 4,3 (expressdo dada ou extraida de um problema), uma
dificuldade comum entre alunos, em nivel de 1° grau (e até em outros niveis),
€ saber onde devem colocar os algarismos 4 ou 3 da 2? parcela.

Na seqiiéncia, a regra simplificada virgula embaixo de virgula esconde a
verdadeira identidade da operacio, em que d+d, U+U, e D+D traduzem a
esséncia do algoritmo. Com a utilizaciio dessa regra, o aluno pode defrontar-se
com outra dificuldade: onde colocar o 2 na adigio de 6,47 com 2, se a 2%
parcela nio tem virgula indicada ? E importante ressaltar, ainda, que a posigio
das virgulas uma abaixo da outra é uma conseqiiéncia da estratégia de adicionar
unidades da mesma ordem e n3o uma regra a ser seguida sem a compreensao
do algoritmo.

Nas questdes analisadas, constata-se que a idéia de vai um e a regra
simplificada virgula embaixo de virgula geram dificuldades que se constituem em
obstaculos para a compreensdo do algoritmo da adigiio de nlimeros naturais,
decimais e de fracbes e, conseqiientemente, da multiplicagio. Segundo VERG-

.NAUD (1989), existem ai duas concepgdes que precisam ser mudadas e, por
isso, sio obsticulos para a aprendizagem matemdtica. De acordo com
BROUSSEAU (1983) e HENRY (1991), sio obsticulos de origem didatica,
uma vez que sio idéias enfatizadas no sistema de ensino, ou seja, fazem parte
de uma opcio metodolégica - subjacente ao modelo educacional tradicional.

2.2 Subtragio

Empresta um é a expressdo usada na subtragio de niimercs naturais,
quando o nimero de unidades de determinada ordem do subtraendo é menor
que o nimero de unidades da respectiva ordem no minuendo. Por exemplo,
na operacio 345 - 237, € comum ouvir um estudante dizer: "5 menos 7 nio
da, empresta um; 15 menos 7 da 8; 4 emprestou 1 fica 3; 3 menos 3da 0; 3
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menos 2 da 1". Apesar de o resultado estar correto, ¢ possivel identificar, pelo
menos, dois problemas nesse processo: primeiro, que se pede emprestado e
nio se devolve, a ndo ser que se faga a operagao inversa; e, segundo, que o
aluno realiza essc processo mecdnico provavelmente sem perceber que estd
subtraindo unidades de unidades, dezenas de dezenas, centenas de centenas.

Perguntando-se a um aluno de 1° grau o que significa dizer empresta
um, € provavel que ele ndo consiga explicar o que representa o um de empresta
um; esse um € utilizado como um nimero sem unidade para a subtracio em
qualquer uma das ordens. Conforme VERGNAUD (1989), BROUSSEAU
(1983) e HENRY (1991), a idéia de empresta um constitui-se em obsticulo
para a compreensio do algoritmo da subtragio de naturais, por representar
um corthecimento ou uma concepgic que deve ser mudada para que o algorit-
mo, como tal, seja compreendido.

2.3 Multiplicagdo

Um dos problemas da matemaética no 1° e até no 2° e 3° graus é a
multiplicacio até 10, ou seja, a tdbua de multiplicar ou a tabuada, O que deter-
mina o maior namero de dificuldades € a falta de compreensio da prépria
operagio, pois o aluno, geralmente, ¢ levado a decorar a tabuada sem compre-
ender o préprio conceito e, conseqiientemente, as implicagbes da interpreta-
¢io, representacao e identificacio do papel de cada um dos termos. Para exem-
plificar, tome-se a expressdo 2 x 3 = 6. Ela provém de ou ¢é representada, por
exemplo, por 6 objetivos, distribuidos em trés linhas, com dois objetos em
cada uma (trés conjuntos com dois elementos cada), cuja leitura € dois multipli-
cado por trés ¢ igual a seis.

* W 2x3=6

Neste caso, o multiplicando é o 2 e o multiplicador € o 3, ou seja, 0
operador que transforma o 2 em 6 elementos.
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Qutra mancira de interpretar essa operagio ¢ a seguinte: seis objetos,
distribuidos em duas linhas, com trés objetos cada (dois conjuntos com trés
elementos cada), cuja leitura é duas vezes trés elementos € igual a seis elementos.

*** 2x3=6

* E K

Com essa interpretagio, o multiplicando € o 3 que, transformado pelo
operador (multiplicador) 2, resulta em 6 elementos.

Percebe-se, entdo, que a decoreba de cada tabuada, sem a compreen-
sdo do papel de cada fator, sem qualquer relagio com a realidade, sem signifi-
cado, compromete a compreensio da operagio. As dificuldades surgem tanto
na multiplicagio como na divisio de ndmeros naturais, ou em outras situacbes
matemditicas nas quais ha necessidade de multiplicar.

Além das dificuldades geradas pela falta de compreenséao do conceito,
¢ possivel identificar varios problemas que dificultam a compreensio do algo-
ritmo da multiplicagio de nimeros naturais. Para visualizar melhor, veja-se
um exemplo:

275
x 43

Normalmente, o estudante faz o seguinte raciocinio: 3 x 5, 15 vai I;
3x7,21,22vai 2; 3 x 2, 6, mais 2, 8 sem pensar que o 1, de vai 1, representa
uma dezena e, por isso, juntar-se-4 ao resultado da multiplicagio da unidade
pela dezena; que o 2 de vai 2 representa duas centenas e, por isso, juntar-se-4
ao resultado da multiplicagio da unidade pela centena; e, a seguir, o raciocinio
éoseguinte: 4x5,20vai 2;4x 7,28 com 2 da 30, vai 3;4x 2,3 com 3, 11.
Mesta etapa, surge uma questiio intereseante: o que representa o espdeoe vazio;
ou os dois tracinhos (sinal de igualdade), ou apenas um tracinhe (sinal de menos)
na ordem das unidades? Na maijoria das vezes, o aluno nio sabe justificar, ou
diz que é porque ja4 multiplicou as unidades, ou seja, entfio é a vez das deze-
nas. Dificilmente ele percebe, sozinho, que o 4 representa 4 dezenas ¢, por

115




isso, vale 40 que, multiplicado por 5, na realidade, & 200; que, em 200, ha 0
unidades simples, isto é, de 1% ordem e que, depois de ter multiplicado as
unidades e dezenas por 275, as duas parcelas deverio ser adicionadas. Serd
que o aluno compreende por que adiciona depois de ter multiplicado?

Esse processo, mecinico, mostra que, além da falta de compreensio
do préprio algoritmo, existe a falta de controle da situagio. Controle implica
compreensio do processo. A exemplo de vai um para a adicao, a idéia de vai
1, vai 2, constitui-se em obsticulo para a compreensio do algoritmo da mult-
plicagio.

Uma dificuldade que se caracteriza como um obsticulo pode ser iden-
tificada na multiplicacfio de niimeros decimais ou de fragées. Geralmente, a
multiplicagio de niimeros naturais € relacionada com aumento de niimeros, ou
seja, multiplicar ¢ aumentar, em que o produto ¢ um nimero maior que os
nameros dos fatores. Essa concepciio, verdadeira para a multiplicagio de
nameros naturais, nem sempre € vilida para uma mutltiplicagio envolvendo
decimais ou fragbes. Assim, uma concepgio adequada para uma situagio
torna-se inadequada para outra, gerando uma dificuldade que pode constituir-
se em obstdculo para a aprendizagem (BROUSSEAU, 1983).

Vejam-se alguns casos, envolvendo multiplicacdo de fragtes ou de
nameros decimais, que demonstram essa concepgio:

a} tendo-se 1/2 x 3, o produto é 3/2, que é um namero intermedirio entre o
1/2 e 0 3. O 1/2 (multiplicando), que foi tomado trés vezes e que, por isso,
ficou multiplicado por 3, transformou-se em 3/2, que é o triplo de 1/2.

1/2x3 =372
aumentou
(triplicou)
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b} em 3 x 1/2, o produto € o0 mesmo, ou seja, 3/2. O 3, que foi tomado 1/2 de
vez, ficou multiplicado por 1/2 e resultou na metade de 3.

3x1/2 =232
] diminuiu
3‘}'2 (metade)

Percebese que, no primeiro caso (1/2 x 3), o 1/2 transformou-se em
3/2; no segundo caso (3 x 1/2), foi 0 3 que se transformou em 3/2, o que signi-
fica que, no primeiro caso, a idéia de aumento ¢ vilida ¢, no segundo, nio.

Tomem-se outros casos com fragio ou nitmero decimal:
c)1/2x4=2
I/2x4=2

aumentou
quadriplicou

4 x 1/2 = 2 diminuiu (metade)

e)0,2x0,3 =006 (0,3 de 0,Z;
trés décimos de dois décimos;
uma parte de uma parte)

0.3

0,06 é menor que 0,2 e que 0,3. Leia-
se: 0.2 tomados 0,3 de vez, ou seja, 0,2
multiplicado por 0,3 ¢ igual a 0,06.
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f) 3/4 x 2/5 = 6/20

2/5 de 3/3 =6/20
3/4 tomados 2/5 de vez significa
3,4 multiplicado por 2/5 ¢ igual a 6/20.

215

No primeiro e no terceiro casos (a,c), o produto fica maior que o
multiplicando; nos outros casos (b.d.e.f), o produto fica menor que o multipli-
cando.

Todos esses casos mostram que, envolvendo fragdes ou nimeros deci-
mais, a idéia de aumento nem sempre corresponde & multiplica¢io e que profes-
sor ¢ aluno precisam conscientizar-se desse obsticulo para supera-lo. E preciso,
também, analisar e compreender cada caso para mudar de concepgiio quando
a situagio exigir.

Nesse sentido, € importante ressaltar que a idéia do auments, subjacen-
te ao conceito da multiplicacio de naturais, nio é inadequada e nem se consti-
tui em dificuldade ou obsticulo para os niimeros naturais. Pode, no entanto,
tal concepgiio se constituir em obsticulo para a multiplicagio de decimais e
fragbes.

Por outro lado, existe uma regra inadequada na multiplicacio de
decimais, comumente utilizada na escola e que se constitui em obstaculo para
a compreensao do respectivo algoritme, que consiste em: "multiplica-se como
se fossem naturais, conta-se o niimero de casas dos dois fatores e coloca-se a
virgula no produto, contando o ntimero de casas da direita para a esquerda”
. Ressalte-se que a matemdtica nfo ¢ um faz-de-conta; os fatores sio nimeros

decimais e, portanto, devem ser tratados como tais, Veja-se um exemplo: 3,44
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x 6,2. Uma das estratégias utilizadas para efetuar essa multiplicagio é: trans-
formar os fatores em inteiros, multiplicando o 1° por 100 e ¢ 2° por 10; de-
pois, multiplicar os dois inteiros entre si (naturais, agora) e, por {ltimo, dividir
o produto por 100 por 10 (ou pelo produto de 100 por 10), uma vez que os
fatores foram multiplicados por 100 e por 10 e o produto ficou multiplicado
por 1000 (aumentado em mil vezes). Subjacente a este processo, pode-se
identificar a origem da regra simplificada citada acima, mas o problema ndo
¢ a regra em si; € a falta de entendimento de como foi gerada. Nesse sentido,
a regra simplificada pode se caracterizar como um obsticulo para a compreen-
sio do algoritmo da multiplicagio.

E importante que o aluno conheca também a regra simplificada para
utilizd-la com economia de tempo, quando nio tiver calculadora. O que nio
¢ bom é ele saber somente a regra simplificada e repeti-la sem significado,
cometendo, inclusive, erros absurdos, sem controle de situagio (GRANDO,
1988).

2.4 Divisdo

A falta de percepciio da nogio de distribuigio ou de reparticio em
partes iguais, subjacente ao conceito de divisio, gera dificuldades para a com-
preensio do préprio conceito €, conseqiientemente, do algoritmo. No processo
da divisio, a utilizacio do método de tentativa e erro, além de mostrar a falta
desta nogiio, mostra a falta de compreensio do sistema de numeracio decimal
e de suas respectivas transformagdes. A dificuldade do aluno de iniciar a ope-
ragao, por nio saber aié que algarismo ¢ preciso tomar, deve-se A falta de andlise
do ntimero de unidades em cada ordem para saber se é possivel reparti-las
pelo nimero indicado no divisor. Por exemplo, numa situagfio em que é neces-
sirio efetuar 238:4, a andlise para verificar a possibilidade de distribuir, no
minimo, uma centena de objetos para cada uma das quatro pessoas que repre-
senta o divisor mostra que, para iniciar a divisdo, é necessario, primeiramente,
transformar as duas centenas em dezenas. Nesta etapa, j4 é possivel prever o
nimero de digitos (ordens) do quociente. Este controle resulta do fato de essa




divisao ser iniciada com a reparti¢io de dezenas e, por isso, 0 quociente s6
podera ter duas ordens, dezenas e unidades. As trés dezenas (resto parcial)
que restaram da divisio de 23 dezenas (20 da transformacio das duas cente-
nas, mais 3 dezenas de 238) por 4 sdo transformadas em unidades para dar
“continuidade & operacio. Percebe-se que a transformagio das centenas em
dezenas, das dezenas em unidades, para possibilitar as divisoes, elimina a
expressio abaiva ¢ oito, por exemplo, tao inadequada no algoritmo da divisio.
O processo de tentativa e erro utilizado no ensino tradicional, sem levar o
aluno 4 compreensdo dos passos descritos acima, além de ser mecinico, mostra
a falta ou a perda de controle do que est4 sendo feito, levando, consequiente-
mente, a erros absurdos.

Uma concepgio vilida para os nimeros naturais, e que nao vigora
para os decimais e para as fragbes, ¢ a de que, na divisio, hd uma diminuigdo
em relagio ao dividendo. Vejam-se os exemplos a seguir:

2)3:24=0,125(q<D)  d)36:3 = 12 (q<D) g)3,6:2,5 = 1,44 (q<D)
b}3:24=125(q<D)  €)36:03=120(q>D)  h)3,6:025 = 14,4 (q>D)

¢)3:0,24 = 12,5 (g>D) £)36:0,03 = 1200 {(gq>D) i) 3,6:0,025 = 144 (q=D)

Constata-se que, em ¢), e), f), h) e i), o quociente (q) é maior que o dividendo
(D}, o que contradiz a idéia de diminuigio.

Conceitualmente, a operagio de divisio é mais complexa que as ante-
riores, uma vez que envolve duas operagbes fundamentais (multiplicagio e
subtraciio) e, geralmente, na aprendizagem, o niimero de dificuldades aumen-
ta. Nesse sentido, os obsticulos que surgiram nas operagbes anteriores
acumulam-se nesta operagio:
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3 Conclusdes e implicagdes educacionais

Pela anjlise dos exemplos de dificuldades através das operagdes
fundamentais, pode-se perceber que a identificagdo de obsticulos deu-se 4
caracterizagio das dificuldades como conhecimentos ou concepgéeé que, em
um determinado momento, foram vilidos, mas que, em outros, tornararm-se
inadequados (concepgio de aumento e de diminuigdo nas operacbes de multipli-
cacio e de divisdo, respectivamcme), ou como idéias ou regras utilizadas
inadequadamente ou sem compreensio (vai um e virgula embaixo de virgula, na
adigio; empresta um na subtragio). Todos os obsticulos que foram identifica-
dos e apontados neste trabalho, segundo BROUSSEAU (1983) e HENRY
(1991), devem-se a opgdes metodologicas ¢, por isso, de origem didatica.

Esta anilise mostra que alguns obsticulos devem ser evitados, outros
nio. O importante é que o professor e o aluno estejam alerta para tomar cons-
ciéncia deles no processo de ensino-aprendizagem; para eviti-los ou para
mudar de concepgiio quando a situagio exigir. Esta € uma preocupagio prépria
da educagio matemdtica como uma area interdisciplinar, mais precisamente
da didatica da matematica.

Abstract

In the teaching-learning process, a teacher meets difficuliies every day,
which in many cases he cannot overcome. For instance, some of them may
be related to knowledge itself or to the form which is given to it in the
classroom. In this article one presenis briefly the "state of the art” of

investigations abowut the difficultias and obstacles, especially in math
education, and then one analyzes the theme through concepts and algorithms
of the main math operations.
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