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Resumo

Apesar do uso cada vez mais frequente de fibras de aco em elementos estruturais de
concreto armado, ainda € incipiente o desenvolvimento de modelos teéricos ou compu-
tacionais que possam ser utilizados para o dimensionamento e andlise desses elemen-
tos. A adi¢éo de fibras de aco altera o comportamento tensdo-deformacéo do concreto,
tanto na compresséo quanto na tragio, sendo que, neste dltimo caso, o material man-
tém uma tenséo residual pés-fissuracdo, mesmo a grandes deformacgoes. Portanto,
torna-se necesséario a utilizacdo de diagramas tensdo-deformacéao diferenciados que
incorporem a contribuicdo das fibras de ago para prever mais acuradamente o com-
portamento estrutural de elementos constituidos desse material. No presente traba-
Tho é apresentada uma formulagdo variacional com base no Método das Diferencas
Finitas Energéticas (MDFE) para a previsdo do comportamento a flexao de vigas de
concreto armado, combinando a teoria cldssica de laminados (TCL) com um modelo
de dano aplicado ao concreto. A validagdo da proposta é feita com base em resultados
carga-deslocamento, experimentais e tedricos, encontrados na literatura para vigas
de concreto reforcadas com trés teores de refor¢o em fibras de aco.

Palavras-chave: Fibra de ago. Viga de concreto. Modelo de dano de Mazars. Lamina-
dos. Método das diferengas finitas energéticas.
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1 Introdugao

A adicéo de fibras curtas de ago ao concreto tem permitido o desenvolvimento de
um material com maior capacidade de absorcdo de energia. As fibras interligam as
microfissuras e reduzem a velocidade de propagacdo das mesmas, o que faz com que
a ruptura aconteca a deformacées muito maiores que as esperadas para o concreto
simples. Além disso, enquanto no concreto sem fibras a regifo fissurada é considerada
isenta de tensodes, no concreto com fibras ha uma transferéncia de esforcos entre as
duas faces da fissura o que resulta em manutencao de carregamento de tracdo mesmo
apoés o surgimento da primeira fissura (RILEM, 2002). Como resultado, a adigdo de fi-
bras de ago contribui para um aumento da deformacéo de ruptura de vigas de concreto
simples (Soranakom, Mobasher, 2007) e aumento da resisténcia a flexdo de vigas de
concreto armado (Massicote, 2003). Com relacio ao cisalhamento, verifica-se que a adi-
céo de 2% de fibras de aco aumentou a resisténcia ao cisalhamento e modificou a forma
de ruptura da viga de concreto armado (Furlan Jr, Hanai, 1997).

As vantagens do uso de fibras de aco em concreto tém difundido sua utilizacio
como reforco secundario em estruturas de concreto (Bentur, Mindess, 2007) e mes-
mo como reparo de estruturas (Ruano et al, 2012). No entanto, devido &4 mudanca no
comportamento tensdo-deformacio sob tracdo e compressao, a utilizacdo de fibras de
aco nao é prevista na norma brasileira de dimensionamento de estruturas de concreto
armado, visto que as leis constitutivas existentes na NBR 6118 (ABNT, 2008) sio apli-
cadas apenas para concreto simples.

Neste trabalho é avaliada a possibilidade de aplicacdo, para concreto reforcado
com fibras de aco, da lei constitutiva proposta por Mazars e Lamaitre (1984), basea-
da na Mecénica do Dano e proposta inicialmente para concreto simples sob tracdo ou
compresséo. Para isso, um programa computacional baseado no Método das Diferencas
Finitas Enérgéticas (MDFE) foi desenvolvido. Baseado no tradicional Método das Dife-
rencas Finitas, que recentemente vem sendo utilizado para modelagem estruturas de
concreto armado (Jones et al, 2010; Habib et al., 2010), o MDFE é um método rapido e
preciso, que sdo caracteristicas desejaveis no dimensionamento de estruturas.

2 Relacoes constitutivas

2.1 Concreto simples

No modelo proposto por Mazars e Lamaitre (1984) o comportamento do concre-
to sob tensdo uniaxial é caracterizado por duas fases associadas ao dano do material
(microfissuracédo interna). Na fase pré-fissuracdo (£ < &,,) o concreto apresenta um
comportamento eldstico linear sob tens&o e o pardmetro de dano D é nulo. Na fase
p6s-fissuracdo, quando a deformacdo & ultrapassa o limite de deformacao elastica (
& >&,,) o modulo eldstico inicial £, é progressivamente danificado, assumindo o va-
lor E, de acordo com:
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Método das Diferencas Finitas Energéticas para simulacdo do comportamento sob...

E.=(I-D)E, 1

O parametro escalar de dano D varia entre 0 e 1 e é calculado por:

g,,(1-4,) A
1— do T/ _ T
D= geq eXplBT (geq - ng)J, e gdo (2)
l_gdo(l_Ac)_ Ac see<— €ao
geq eXplBC (geq _ng )J, V\/E

onde 4;,B;,A.,B. sdo parametros que dependem do material, associados ao diagra-
mas tensdo-deformacdo, na tracdo e compressdo, e €., é a deformacdo equivalente,

dada por:

£, =0
E =

“ l-ve2, £<0 )

onde V é o coeficiente de Poisson do concreto.

2.1 Concreto com fibras de ago

A introducgdo de fibras curtas de a¢o no concreto implica em alteragdo no com-
portamento tensdo-deformacéo, que é dependente do tamanho e volume de fibras. Na
compresséo a principal mudancga esta associada ao comportamento tensdo-deformacéo
apoés a carga de pico: é observado uma queda de resisténcia menos acentuada a medida
que fibras de ago sdo inseridas no concreto (NATARAJA et al, 1999).

A principal modificacdo acontece, no entanto, no comportamento sob tracéo visto
que o concreto simples é considerado fragil e apds a introducéo da fibra uma resisténcia
residual é observada. As leis constitutivas sdo expressas em termos de tensio versus
deformacio ou em termos de tensdo versus abertura de fissura. Pode-se utilizar leis
constitutivas nao-lineares (RILEM, 2002) ou, de forma mais simplificada, leis constitu-
tivas linearizadas como as mostradas na Figura 1.
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Figura 1 - Curvas esquematicas linearizadas para representagcdo do comportamento pos-fissuragdo do
concreto com fibras: a) RILEM (2002); Naaman e Reinhardt (2006); b) Soranakom e Mobasher
(2007); c) Barros (1995); Grossi (2006)

3 Formulacao variacional para o problema

3.1 Hipéteses basicas e campo de deslocamentos

As vigas em estudo sdo prismaticas, de secdo retangular, e idealizadas como for-
madas por ldminas (ou camadas) de espessura uniforme. Aplicam-se as seguintes hi-
poéteses:

a) durante a flexao as sec¢oes transversais permanecem planas e inextensiveis (hi-

pétese de Euler-Bernoulli);

b) as deformacoes e rotacdes sdo assumidas pequenas perante a unidade (lineari-

dade geométrica);

¢) ha aderéncia perfeita entre as camadas na zona de contato;

d) cada camada é constituida de apenas um tipo de material (camadas homogé-

neas, ndo compositas);

e) as cargas e os vinculos séo aplicados diretamente no eixo T da viga.

Com base nas hipéteses (a), (b) e (c), tem-se o seguinte campo de deslocamentos
(Figura 2):

)=o) -2 4o
v(x)=0 (4.b)
w(x) = w, (x) (4.0)
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Método das Diferencas Finitas Energéticas para simulacdo do comportamento sob...

sendo u(x), v(x), w(x) as componentes do deslocamento de um ponto genérico da viga
segundo as diregdes x, y e z, respectivamente, e u (x) e w (x) os deslocamentos segundo
0s eixos x e z, nessa ordem, do ponto associado ao primeiro e localizado no eixo da viga.

T
(

Figura 2 - Componentes de deslocamento e geometria de deformacéo
3.2 Relacoes Tensao-Deformagao

As relacoes deformacao-deslocamento para o problema, lineares de acordo com a
hipétese (b), resultam nulas apés a substituicdo do campo de deslocamentos (4), a exce-
¢do da componente £ , como ocorre na teoria cldssica de vigas:

—a_u:%— _62w0

(5)
Yoox  Ox z ox’

A Teoria Classica de Laminados estabelece que as 1dminas estao sob estado plano
de tensoes. Nesse contexto, com base na Lei de Hooke Generalizada, é valida a seguinte
relacdo entre tensdes e deformacoes em cada camada k do laminado:

)

1 [e® 0% o |[e,
r=lo® 0% 0 Ke (6)

y

y 0 0 nglg) 7xy

S Q
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onde as grandezas oW, 0% 0% e 0% sdo constantes mecanicas relacionadas as pro-
priedades de engenharia do material da camada %, conforme definido em Jones (1999) e
Reddy (2004). Observando que a tinica componente de deformacéo ndo nula do modelo
z g .
é <, tem-se:

o, r=| 0 0% 0 Ror=1 0 (7)
T, 0o 0 0oWllo 0

acarretando, como também ocorre na Teoria de Vigas de Euler-Bernoulli, em uma tni-
ca componente de tensdo 0, dada por:

o, =0We =(1-D* )E™ (8)

X

onde E (k) representa o médulo de elasticidade longitudinal do material que constitui a
camada k e D) ¢ a respectiva funcdo de dano, lembrando que a hipétese (d) estabe-
lece um unico material por camada.

3.3 Esforgos Solicitantes

Na formulagéo sdo requeridas as seguintes integrais de tensoes na secéo transver-
sal genérica, de 4area A:

B2

N=[odd=b [od 9.2)
4 —h)2
h2

M = JO'xsz =b Jzedz (9.b)
4 —/2

sendo N o esfor¢co normal, M o momento fletor, b e i a largura e altura da secio.

Segundo a Teoria de Laminados a avaliacdo desses esforcos é feita somando-se
a contribuig¢éo oriunda de cada ldmina, processo no qual se considera os diferentes
materiais (DANIEL; ISHAI, 2006). Portanto, substituindo nas equacées (9) a relacéo
constitutiva (8) da camada genérica &, e a deformacéo longitudinal £ dada em (5),
tem-se que:
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Método das Diferencas Finitas Energéticas para simulacdo do comportamento sob...

ou, & b 9’w. ¢
N:b%kg;g(f)(zku -2,)- B av‘;o ZQ” (Zk+1 Zk) (10.a)
b 8 b 82
) aL;o ;Qu ( Zk1 _Zlf) 3 ango ZQH ( Ziss —Zk) (10.b)

com NC simbolizando o namero de laminas que formam a sec¢fo, sendo cada lamina &
delimitada pelas coordenadas z, e z,,,, conforme Figura 3.

e e
h camada 2 7

n v |,

b / i IZ_, 2

. can Px

I‘h / 12.‘ Z“"' Z.,
2 \___camadai-1 N7

r \ camada NC

7

Figura 3 - Laminacéo da viga

O desenvolvimento dos somatoérios em (10) conduz a expressées mais compactas
para os esforcos, quais sejam:

Ju o’w
N =4, ax" -B, 3 > (11.a)
du o’w
M =B, -D, (1Lb)
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onde

II_bZQJ 21— 2;) (12.2)

=25 0(et, =) a2

k=1

SEOWCIEE) 29
=1

cabendo associar as grandezas A, B, e D, respectivamente, ao termo [11] das matri-
zes de rigidez extensional [A] rigidez flexional [B] e de acoplamento [D], da Teoria de
Laminados (Jones, 1999). E importante observar ainda que essas grandezas dependem
diretamente de QI(’I‘ ) que, de acordo com a equacéo (8), incorpora o dano ocorrido nas
camadas, seja de concreto ou de ago (elasto-plastico).

3.4 Principio dos Trabalhos Virtuais

O trabalho virtual realizado pelas forcas internas oW, é dado por:

W, = j o e dV (13)

onde €, é a variacdo da componente de deformacdo £ e V é o volume da viga.

Desmembrando essa integral de volume em termos da drea A da secéio e do com-
primento L da viga, e em seguida levando-se em conta as equacgdes (5), de &£, , e (11),
dos esforcos N e M, tem-se para o trabalho virtual interno:

L Ju o’w Ju Ju o’w o’w
=] [[A P a—]5 (a_;}_(B”a_;_D” a—)5 [aﬂd v

O trabalho virtual realizado pelas forcas externas, com base na hipétese (e) e na
Figura 4, é dado por:

W, I[p xX)dit, + q(x)ow, ]dx+[F5u + F 6w, MJ(BW")] (15)
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Método das Diferencas Finitas Energéticas para simulacdo do comportamento sob...

com p(x) e q(x) representando as cargas distribuidas de dominio, segundo as direcoes
X e z, respectivamente, e nas extremidades X = 0 e x=L da viga, estdo aplicadas
as forcas segundo as direcoes X e z, F'x e F respectivamente, e o momento M (as
cargas foram desenhadas com o sentido positivo na Figura 4).

q(x) TL

I

|
paat

E
x0 xL
£ D7
L~
-_ zL -_
0 L

Figura 4 - Carregamento considerado na viga

Aplicando-se entéo o Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV), ou seja:

W, =W, (16)
institui-se as equagoes diferenciais do problema:
d’u *w oN
A ' -B C=—px) ou —=-px (17.2)
152 17503 P( ) o P( )
d’u o'w ’M
B ' —D 0 = g(x ou =q(x (17.b)
1753 "o Q( ) Py q( )
e as possiveis condicdes de contorno, em x =0 e x = L, adequadas ao modelo:
u,=u, e ou,=0ai, ou N:E (18.a)
w,=w, e Ow,=w,ou Q=F, (18.b)

ow, _ 0w, 55%@: 5@% ou M =M (18.c)
X

E_ Ox []Ox O
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sendo Q o esforgo cortante na sec¢do, cuja expressio é obtida a partir do equilibrio de
oM B 0’u, o'w,

um elemento diferencial da viga, ou seja O=—-= % Z "0
ox " ox? ox’

- D11

4 Tratamento numérico do problema

O tratamento em termos do método das diferencas finitas energéticas consiste em
introduzir nas expressdes das parcelas oW, e > que compdem o principio dos
trabalhos virtuais (PTV), as representacoes em diferencas finitas utilizadas para as
derivadas dos deslocamentos supondo, para fins de avaliacdo desses trabalhos virtuais,
a barra subdividida em trechos de integracéo, ao longo dos quais todas as grandezas
envolvidas sdo supostas constantes. Uma vez computados W, e oW, , mediante o
somatorio das contribuicdes dos diversos trechos de integragdo, e considerando-se as
condi¢des de vinculagdo da barra, surge, pela aplicacdo do PTV, um sistema de equa-
coes algébricas de equilibrio que, uma vez resolvido, permite obter a solucdo em termos

dos deslocamentos nodais #, e w, incégnitos.
4.1 Discretizagao

A discretizacéo adotada acha-se esquematizada na Figura 5. Abarra é subdividida
em N partes iguais, de comprimento A= L/ N, totalizando N + 1 nés reais. Acrescen-
tam-se ainda dois nés virtuais a barra, por conta da avaliacdo das derivadas primeira
e segunda dos deslocamentos nas extremidades da barra. Portanto ha N nés na barra
acarretando NN — 2 trechos de integracéo. Na Figura 5 foram também representados
os deslocamentos u, e w, numerados de acordo com um sistema de numeracao global.

0 ponto nodal real
A=L/N ® ponto nodal virtual
1 2 3 4 i NN-3 NN-2 P, NN-1 N
PR O—x—0 o ” o < N Py S S
A2 A A A A2
LI E— +—
trechos de integragdo — (1) 2) (j=i1) (NN-3) (NN-2)
t 1T 1T t
L
Uy [JI []3 US U7 e ljZi—] =ec IJZNN-7 [JZNN—5 IJZNN—.? IJZNN-I
o - U U, Us U e Uy v Upvg Uiy Univy Uny

Figura 5 — Discretizacao da barra e sistema de numeracao global para os deslocamentos nodais
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Método das Diferencas Finitas Energéticas para simulacdo do comportamento sob...

Na Figura 6 acha-se explicitado o sistema de numeracao local para os desloca-
mentos nodais, com o objetivo de facilitar o computo da contribuicdo de cada trecho de
integracao no calculo do trabalho virtual interno.

Figura 6 - Sistema de numeracao local para os deslocamentos nodais

Nesse sistema define-se, em associacéo a trés nés consecutivos i =/ j i+ /,um
conjunto de seis deslocamentos, @, a a,, relacionados a u#, e w,, conforme indicado
na Figura 6. Esses deslocamentos sdo ligados aos deslocamentos no sistema de nume-
racdo global mediante a seguinte relacéo, inerente a um trecho de integracéao j:

a, _>U2j+k—2 (k=] a 6) (19)

Para avaliacédo das derivadas primeira dos deslocamentos em diferencas finitas se-
rao consideradas a representacéo convencional (centrada) e reduzida. A representacédo
centrada, avaliada no ponto pivotal i, é expressa por:

, 1
fi :_( i+ _fi—I) (20)

2A

onde f (x) representa os deslocamentos w, (x), sendo empregada nos NN — 2 trechos

de integracéo. Essa representacdo sera também utilizada para a condi¢do de contorno
ow,

, nas extremidades da barra. Quanto a derivada primeira de u, (x) nos trechos

X
extremos de integracao (1) e (NN —2) usar-se-a a representacio reduzida:

r oL
fr = ﬂ(fg f3) (21.a)
1
— — (21.b)
S, ;L(f w1 —J NN—Z)
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observando-se que P, e P, ndo sdo os pontos médios dos correspondentes trechos de

integracdo (ver Figura 5). Nos demais trechos a derivada primeira de u, (x) sera ava-

liada na forma convencional (equacgio 20). Essa estratégia diferenciada para calcular

% evita a ocorréncia de singularidade no sistema de equacgoes algébricas, quando se
X

utiliza apenas a representacéo convencional ao longo do dominio da barra (BORGES,

1994; LIMA, 1995).
Para a derivada segunda dos deslocamentos, adota-se apenas a forma convencio-
nal, dada por:

1

L2541 @)

ﬂ”

4.2 Avaliacao das parcelas do Trabalho Virtual

A avalia¢do numérica do trabalho virtual interno W, , é expressa pelo somatério:

NN-2
= > W,(j) 23)
onde J=1
6 6
Wo( i)=Y C(p.g), 0, 20U, ., (24)
p=1 q=I

Nessa equacdo, cabe observar que de acordo (14) os termos C (p q) sao funcgoes
das propriedades mecanicas e geométricas da barra, bem como do dano, sendo ainda
funcdes do espacamento nodal A , por conta da utilizacdo das representacdes (20), (21)
e (22) para as derivadas primeira e segunda dos deslocamentos.

Para facilitar, o computo de oW, os termos C|p q) foram reunidos como coefi-
cientes das seguintes matrizes:
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0 0 0 0 0 0
o Pu By Dy B, Dy
28 22 Y Y
o B Aw By A By
|22 22 2 24 2% =1
[C(p.g)l= D, B, 2D, B, Dp,, p para J (25.2)
R S
0o B _Ay By A4, _B,
2 2 2
20 24 A 24 22
o Pu By Dy _B, Dy
3 2 3 2 3
L 28 22 Qo2 28|
Ay By, _By _A By ]
44 2K A 422X
By Dy oy 2Dy By Dy
22 ya s 20 3
ool 0 0o 0 0 0 0 ,para I< j<N =2
@25.b) 1SPDI= 5 op, ) Dy B, 2D,
12 13 13 12 13
Ay By By An By
442X x 42 20
By D, , 2D, _B, Dy
L 2X A s 22 1]
[ 4, B, _ Ay By, , By, |
2 2 2
20 2% 20 A 2
By Dy By Dy , Dy
28 2K 2 X 28 . _
Ay By Ay By o, B, |sPaTaJ=N =2 (25.¢)
| 24 22 22 & 20
Clpqg)l=
b= 5, B, B, 25, , D,
rooorr® X x
0 0 0 0 0 0
By Dy By, Dy o, Dy
L2 2F o X 27

A avaliacdo numérica do trabalho virtual externo, tal como no caso de oW,

é feita

int?

a partir do somatorio das contribuicoes dos diversos trechos de integracao considerados

na barra:
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NN-2

W= Y p(j)3U,. +a(i00U,,. 0, +
J=1

+ FxL5U2NN73 - E05U3 + F;LéUZNN—Z - E05U4 - (26)
M M M M
_2_;5U2NN +2_/{5U2NN—4 +2_;5U6 —2—;5[]2

onde p(j) e q(j) sdo as cargas de dominio, supostas constantes ao longo do trecho
de integracdo, e F, ,F ,,F, ,F,,, M, e M, sdo as cargas de extremidade.

4.3 Analise nao linear

Daigualdade entre as equacoes (24) e (26) (PTV) e a posterior imposi¢do das condi-
¢oes de contorno cinematicas do problema em estudo, surge um sistema de 2NN equa-
coes lineares algébricas do tipo:

(K} ={R} @7

onde [K] é uma matriz quadrada, formada a partir das contribuicdes das matrizes (25),
{R} ¢ o vetor de cargas, oriundo de (26), e {u} é o vetor de deslocamentos contendo
os 2NN deslocamentos nodais (Figura 5). Observando que a partir da danificacédo do
concreto é introduzida a néo linearidade fisica em (27), através da atualizagido da ma-
triz [K], foi estabelecida uma estratégia de solugdo incremental-iterativa de Newton-
-Raphson e também de Controle de Deslocamentos, visando abranger problemas com a
presenca de pontos limites de carga, na relacédo carga-deslocamento.

S Estudo de caso

5.1 Resultado Experimental

Para validacdo do modelo proposto foram analisados os resultados experimentais
de Nunes e Agopyan (1998), que determinaram em laboratério o comportamento em
flexdo de vigas de concreto reforcadas com fibras de ago (Lf = 49 mm e fator de forma =
48,5) , com diferentes teores de adi¢éo: 20 kg/m3, 40 kg/m3 e 60 kg/m3.

Para cada mistura, foram moldados quatro corpos-de-prova prismaticos com di-
mensoes de (150 x 150 x 500) mm que foram ensaiados aos 28 dias na flexdo com uma
taxa de deslocamento de 0,5 mm/min, de acordo com a norma ASTM C1018 (ASTM,
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1992). O deslocamento vertical foi medido através de dois transdutores de desloca-
mento de variacdo linear (LVDT) posicionados nos dois lados do prisma através de um
suporte metélico chamado "Yoke" (Figura 7a). As curvas carga-deslocamento obtidas
sdo apresentadas na Figura 7b. Corpos-de-prova cilindricos com 150 mm de didmetro
por 300 mm de altura foram utilizados para ensaio de resisténcia a compressio. Os
resultados encontram-se na Tabela 1.

Z 8000
%
S
‘6 50.00
o
ANTEPARO DA AGULHA DO LVOT
FIXADO NO TOPO DO C P 40,00
CUTELOS.
FIXACAO DO
YOKE" NO —
o o * + — 00
im0 o
g N 2000
“ .......
BASE DA PRENSA
10,00
CUTELDS:
000 v + + v + v + 4
0,00 050 100 150 200 250 300 350 400
Deslocamento (mm)
a) b)

Figura 7 - Resultados experimentais (Nunes e Agopyan, 1998): a) configuracéo do ensaio; b) curva car-
ga-deslocamento.

Tabela 1 - Propriedade dos concretos

Teor de fibras (kg/m?) Valores Experimentais Valores teoricos
fc (MPa) ft (MPa) E (GPa) \Y € (mm/mm)
20 kg/m3 39,19 5,81 32,27
40 kg/m3 40,64 6,81 32,66 0,2 0,0022
60 kg/m3 40,40 6,76 32,60

Para avaliacdo numérica sdo necessarios o médulo de elasticidade (E), a deforma-
cao de pico e o coeficiente de Poisson. Como néo foram determinadas experimentalmen-
te curvas tensdo-deformacdo na compressio, o valor de E foi determinado pela equacéo
E:950()féT3 Jproposta pelo Eurocode 2 (1991), o coeficiente de Poisson foi adotado como
0,2 e o valor da deformacéo de pico foi adotado igual a 0,022 mm/mm, de acordo com o
MC90 (CEB-FIP, 1991). Esses resultados estdo também na Tabela 1.
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5.2 Curvas tensao-deformacao tedricas

A partir das propriedades apresentadas na Tabela 1 foram determinados os dia-
gramas tensdo-deformacéo tedricos. Na compressao utilizou-se o modelo néo linear
baseado na Mecéanica do Dano (Mazars e Lamaitre, 1984) e apresentado no item 2.1,
com valores de A e B, apresentados na Tabela 2, que resultassem em curvas com as
mesmas propriedades apresentadas na Tabela 1.

Na tracéo foram utilizados trés modelos: i) modelo néo-linear baseado na Mecanica
do Dano (Mazars e Lamaitre, 1984), denominado como Modelo Proposto; ii) Modelo
Linearizado com tensédo pés-fissuracdo constante, mostrado na Figura 1c, com g, =
0,; iii) Modelo Trilinear com tenséo pés-fissuracdo descendente, mostrado na Figura
1lc, com g, = 0.

A utilizacdo dos modelos Nao-linear e Linearizado foi realizada com o objetivo
de avaliar a influéncia da nao-linearidade do diagrama tensao-deformacéo na tracéo
sobre o comportamento na flexdo. O modelo Trlinear foi utilizado por Grossi (2006)
para modelagem dos mesmos resultados experimentais, mas utilizando o Método dos
Elementos Finitos em uma formulac¢éo bidimensional, e servird como referéncia para
comparacido com o Método das Diferencas Finitas Energéticas, aqui empregado. Como
néo foram realizados ensaios de tracdo direta que permitissem a determinacéo expe-
rimental dos parametros das curvas, estes foram obtidos a partir dos resultados do
ensaio de flexdo, por andlise inversa. Portanto, na Tabela 2 foram incluidos os parame-
tros de tracdo determinados para o modelo néo linear, e na Tabela 3 sdo apresentados
os parametros tedricos utilizados nas modelagens linearizadas do diagrama tensao-
-deformacéo na tracéo.

Tabela 2 - Parametros para modelagem dos diagramas tensdo-deformagéo néo-lineares

Teor de fibras (kg/m?) €, = E/E Compressao Tracdo
(10%) Ac Bc At Bt
20 kg/m? 1,801 1,33 1643 0,95 5x104
40 kg/m? 2,085 1,33 1643 0,84 5x104
60 kg/m? 2,074 1,33 1643 0,73 5x104

Tabela 3 - Parametros para modelagem dos diagramas tensdo-deformacéo lineares, na tracao

MLC MLD
Teor de fibras _ o, =f a,
Lt foiE (MPa) t = (MPa) g 95~ 0, %
(MPa) (MPa)
20 kg/m? 1,801 x10-4 5,81 1,891x10-4 0,29 0,841 0,29 0
40 kg/m? 2,085 x10-4 6,81 2,189x10-4 1,09 0,191 1,09 0
60 kg/m?3 2,074 x10-4 6,76 2,177x10-4 1,82 0,101 1,82 0
46

Revista Sul-Americana de Engenharia Estrutural, Passo Fundo, v. 10, n. 2, p. 31-55, jul./dez. 2013



Método das Diferencas Finitas Energéticas para simulacdo do comportamento sob...

5.3 Modelagem Numérica

Nas analises que se seguem, a partir do MDFE, para todas as vigas foi adotada
uma discretizacdo do comprimento em 12 subdivisdes e da secédo transversal em 20
camadas. Além disso, instituiu-se o passo de carga de 1,0 kN e a tolerancia 10 para o

processo iterativo (controle de deslocamentos).
Nas Figuras 8 a 10 sdo apresentadas as curvas carga-deslocamento experimentais

e as curvas numéricas obtidas com o MDFE, utilizando tensdo-deformagéo nao-linear
(modelo proposto), e as curvas obtidas por Grossi (2006) pelo MEF, com o modelo trili-

near.

Carga (N) 23000

20000

13000 A
——Experimental Nunes ¢ Agopvan (1998)

====Grossi (2006)

10000

= =Modzlo proposto

3000

1 2 3
Deslocamento (mm)

Figura 8 - Curvas carga-deslocamento experimental e tedricas para a viga de concreto com 20 kg/m? de
fibras de ago
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Figura 9 - Curvas carga-deslocamento experimental e tedricas para a viga de concreto com 40 kg/m? de
fibras de ago
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3000
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Figura 10 - Curvas carga-deslocamento experimental e tedricas para a viga de concreto com 60 kg/m3 de
fibras de aco

Analisando-se os resultados obtidos, constata-se boa concordéncia entre as curvas
obtidas através do modelo proposto e as obtidas numericamente por Grossi (2006).
Além disso, verifica-se uma boa representacdo das curvas experimentais. Entretanto,
o modelo sugerido apresentou limitacdes: a maior vantagem da utilizacdo de fibras de
aco em concreto é o aumento da tenacidade no pés-pico, o que néo foi possivel alcancar
com fidelidade, uma vez que a simulacio numérica realizada finalizou a deslocamentos
menores do que os registrados experimentalmente por Nunes e Agopyan (1998) e tam-
bém por Grossi (2006), a partir de seu modelo bidimensional.
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Acredita-se que, devido a ndo-linearidade do modelo de dano, houve dificuldade de
convergéncia numérica. Por isso, foi implementado o modelo linearizado com patamar
horizontal de tensédo, apds o pico, com aproximadamente o mesmo valor do modelo pro-
posto. Os resultados estdo apresentados nas Figuras 11 a 13.

Carga (N) 23000

20000

13000
——Experimental Nunes ¢ Agopyan (1998)

= =\lodelo proposto

0000
10000 —==-Mazars linearizado

soo0 4 |

2T —
—

0 1 2 3
Deslocamento (mm)

Figura 11 - Curvas carga-deslocamento experimental e tedricas ((Mazars e Lamaitre, 1984)) para a viga
de concreto com 20 kg/m? de fibras de aco

Carga (N) 30000
25000 —— Experimental Nunes & Agopyan (1998)
—==-Mazars linearizado

20000

== Modelo proposto

15000

10000

3000

0 1 2 3
Deslocamento {mm)

Figura 12 - Curvas carga-deslocamento experimental e tedricas ((Mazars e Lamaitre, 1984)) para a viga
de concreto com 40 kg/m? de fibras de ago
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Figura 13 - Curvas carga-deslocamento experimental e tedricas ((Mazars e Lamaitre, 1984)) para a viga
de concreto com 60 kg/m? de fibras de ago

Nessas curvas verifica-se que ha uma convergéncia quando se adota o modelo li-
nearizado para o diagrama de tracdo de Mazars e Lamaitre (1984). No entanto, com-
parando-se a curva obtida com a experimental é identificado um maior valor de carga
pos-fissuracdo para as vigas de 40 kg/m? e 60 kg/m? a medida que o deslocamento
aumenta, provavelmente em razio da maior tensio pds-pico observada no diagrama
de tracao linearizado adotado. De fato, tanto a curva carga-deslocamento como a curva
tensdo-deformacdo do material apresentam certa plastificacdo apés a primeira fissura.
Por isso, foi implementado, no MDFE, o diagrama trilinear utilizado por Grossi (2006),
como mostram as Figuras 14 a 16, cuja tensdo pés-pico tende a zero na deformacéo
maxima (EE:].
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===-Grossi (2006)
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000

2 3
Deslocamento (mm)

Figura 14 - Resultado do MDFE (trilinear) aplicado ao concreto com 20 kg/m? de fibras de aco
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I
5000
0

2 3
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Figura 15 - Resultado do MDFE (trilinear) aplicado ao concreto com 40 kg/m? de fibras de aco
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——Experimental Nunes ¢ Agopyan (1988)
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Figura 16 - Resultado do MDFE (trilinear) aplicado ao concreto com 60 kg/m? de fibras de aco

Verifica-se que ha aproximacio entre o comportamento das curvas obtidas com o
modelo trilinear inserido no programa com o MDFE e o comportamento das curvas de
Grossi (2006), que utilizou o MEF. Além disso, nota-se que os deslocamentos atingem
valores da ordem do experimental. Entretanto, foi observado que, para os concretos,
cujos teores de fibras de ago utilizadas sao 40 kg/m? e 60 kg/m3, existiu uma diferenca
entre os resultados numéricos de Grossi (200~) e os calculados neste trabalho. Acre-
dita-se que essa diferenga é consequéncia da £3 utilizada, visto que Grossi (2006) nao
apresentou os valores utilizados.

6 Conclusao

No presente trabalho foi proposta uma formulacio teérico-computacional para
prever o comportamento a flexdo de vigas constituidas por CRFA, com armadura con-
vencional ou néo, que se valeu do modelo de dano de (Mazars e Lamaitre, 1984) para
descrever a perda de rigidez do concreto, e cujo tratamento numérico utilizou a teoria
classica dos laminados e o MDFE.

Para validar esse modelo de andlise, inicialmente foram realizados estudos para-
métricos visando a simulacido do comportamento a flexdo de vigas ndo armadas refor-
cadas com trés teores de fibra de aco. Foram testados trés tipos de digramas tensio-
-deformacéo na tragdo: um néo-linear e dois lineares.
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Energy Finite Difference Method for simulation of flexural
behavior of steel fibers reinforced concrete

Abstract

The use of steel fibers as reinforcement of structural concrete had increased in
recent years, however the development of theoretical or computational models is still
incipient. The addition of steel fibers modifying stress-strain behavior of the concrete
in both compression and tension, and, in the latter case, the material retains a residual
stress after cracking, even at high deformations. Therefore, it becomes necessary to use
different stress-strain diagrams incorporating the contribution of steel fibers to more
accurately predict the structural behavior of these elements. In this paper we present
a variational formulation based on the Energy Finite Difference Method for predicting
the flexural behavior of steel fiber reinforced concrete beams, combining the classical
theory of laminates (TCL) with a damage model. The validation of the proposal is based
on experimental and theoretical load-displacement curves found in the literature for
reinforced concrete beams with three levels of reinforcing steel fibers.

Conclusion

It was verified a difficulty of the non-linear model, based on Damage Mechanics, to
obtain the displacements achieved experimentally. This problem was solved by linear-
ization of this tensile curve. To obtain a better agreement with experimental results,
a modification of tensile curve it was applied with reduction of residual post-cracking
stress. The comparison of Energy Finite Difference Model with results from a Two-
Dimensional Finite Element Model, developed by Grossi (2006), showed similarity in
predicting the load-displacement behavior (post-peak) when the stress-strain diagram
trilinear was used.

55

Revista Sul-Americana de Engenharia Estrutural, Passo Fundo, v. 10, n. 2, p. 31-55, jul./dez. 2013



