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Resumo

O presente trabalho apresenta um estudo sobre a instabilidade das armaduras lon-
gitudinais em pilares de concreto armado submetidos a carregamento axial levando 
em conta o espaçamento entre estribos, o diâmetro e arranjo dos estribos na seção 
transversal e o diâmetro das armaduras longitudinais. Para este propósito um mé-
todo analítico para a avaliação da flambagem da armadura longitudinal é proposto, 
considerando-se as barras longitudinais restringidas pela rigidez axial ou à flexão dos 
estribos. Admite-se que a armadura longitudinal funciona como uma coluna esbel-
ta. Consideram-se duas formas de modelagem da atuação dos estribos: como apoios 
elásticos discretos e como base elástica contínua. São fornecidos as cargas críticas e 
caminhos pós-críticos para tais casos. Como resultado deste estudo, apresenta-se uma 
proposta para dimensionamento racional dos estribos que permite estudar diferentes 
alternativas em um ábaco de utilização simples para projeto.
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1. Introdução

Um dos primeiros estudos analíticos sobre a instabilidade das armaduras 
longitudinais em estruturas de concreto armado foi efetuado por Bresler and 
Gilbert (1961), que empregaram critérios de análise elástica para encontrar 
relações entre a flambagem da armadura e parâmetros como espaçamento e 
rigidez dos estribos. Um estudo semelhante ao de Bresler and Gilbert (1961) foi 
realizado por Vallenas et al. (1977) e Scribner (1986), onde o espaçamento má-
ximo da armadura transversal é determinado pelo cálculo da carga crítica da 
coluna limitada nas extremidades tendo um comprimento igual ao espaçamen-
to entre os estribos. Esta interpretação do fenômeno se mostra muito restritiva, 
visto que a flambagem pode envolver vários espaçamentos entre estribos.

O estudo experimental de pilares de concreto armado, com a finalidade de 
se visualizar o comportamento das armaduras longitudinais tem atraído aten-
ção de vários pesquisadores nos últimos quarenta anos dentre os quais citam-
se os trabalhos de Pfister (1964), Vallenas et al. (1977), Kaar and Corley (1977), 
Sheikh and Uzumeri (1980), Scott et al. (1982) e Moehle and Cavanagh (1985) 
que apresentam a flambagem das barras longitudinais em pilares de concreto 
armado fortemente confinados envolvendo os próprios estribos. 

Em face do exposto, o presente trabalho tem como ponto de partida os re-
sultados da pesquisa desenvolvida por Buffoni (2004) que estuda a flambagem 
das armaduras longitudinais em pilares de concreto armado submetidos a car-
regamento axial levando em conta o espaçamento entre os estribos, o diâmetro 
e arranjo dos estribos na seção transversal e o diâmetro das armaduras longi-
tudinais.

Para tal propósito um método analítico para a avaliação da flambagem 
da armadura longitudinal foi descrito, considerando-se as barras longitu-
dinais restringidas pela rigidez axial ou à flexão dos estribos. Estudaram-se 
particular mente dois casos. No primeiro caso, considerou-se a armadura longi-
tudinal como uma coluna e os estribos como apoios discretos. No segundo caso, 
considerou-se a armadura longitudinal como uma coluna sobre base elástica, 
onde a base elástica é composta pelos estribos. 

A dedução da formulação dos modelos matemáticos que serão abordados 
está fora do escopo deste artigo, procurando-se mostrar diretamente a apli-
cabilidade prática de tais modelos, por meio de comparações com resultados 
experimentais da literatura. Estimula-se o leitor a consultar Buffoni (2004), 
que contempla de forma minuciosa as hipóteses e formulações inerentes a cada 
modelo.
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2. Formulação

2.1 Introdução

O modelo matemático das armaduras longitudinais e transversais para a 
determinação da carga crítica apresenta-se na Figura 1, onde os estribos são 
representados esquematicamente como apoios elásticos intermediários unilate-
rais, cuja rigidez K depende das características mecânicas e geométricas do aço.

Figura 1: Modelo matemático da armadura longitudinal e transversal.

O comprimento da coluna é designado por L, s é o espaçamento entre estri-
bos e Fj são as forças correspondentes aos apoios elásticos j e podem ser escritas 
como:

  (1)

onde wj é o deslocamento do apoio genérico. Neste trabalho, adotam-se as hi-
póteses usuais no campo da resistência dos materiais considerando-se que a 
coluna e o carregamento estão num plano de simetria e que a seção permanece 
plana e perpendicular ao eixo, antes e após as deformações.
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2.2 Variáveis adimensionais

•  Caso discreto
 Quando se quer realizar uma análise paramétrica, é importante que a 

mesma seja realizada com eficiência, para isto foram feitas as seguintes mudan-
ças de variáveis e escolhidos os seguintes parâmetros adimensionais:

  
(2)

onde ξ é o parâmetro adimensional do deslocamento axial, wd é o parâmetro 
adimensional do deslocamento lateral da coluna, G é o parâmetro adimensional 
do carregamento axial e h é o parâmetro adimensional da rigidez dos es tribos. 

• Coluna sobre base elástica
As variáveis adimensionais são as mesmas consideradas na expressão (2), 

com exceção do parâmetro adimensional da rigidez dos estribos que é dado por:

 
 (3)

2.3 Campo de deslocamentos

Observações experimentais mostram que a forma flambada da armadura 
longitudinal se parece muitas vezes com uma função senoidal, que pode envol-
ver vários espaçamentos entre estribos. Considerou-se a seguinte função para 
descrever o campo de deslocamentos da coluna:

 
 (4)

Esse campo de deslocamentos combina funções que descrevem um compor-
tamento simétrico com funções antissimétricas. A consideração de deformações 
apenas do tipo simétrico, pode se tornar um pouco distante do que acontece na 
realidade, pois se verifica em muitos casos que a flambagem pode envolver mo-
dos não simétricos como mostra a Figura 2 do trabalho de Sheikh and Uzumeri 
(1980). Na forma adimensional o campo de deslocamentos torna-se:

 
 (5)
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Figura 2: Aparência dos corpos de prova após os ensaios. (Sheikh and Usumeri 1980).

2.4 Integração ao longo da barra para obtenção das matrizes de rigidez 
elástica (Kf) e rigidez geométrica (Kg)

A matriz de rigidez elástica representada por Kf é obtida da energia de 
deformação, a matriz de rigidez que leva em consideração os apoios laterais, 
Km, é obtida da energia de deformação dos apoios laterais e a matriz de rigidez 
geométrica, Kg é obtida a partir da energia da carga axial. O estudo detalhado 
dessas expressões está detalhado em Buffoni (2004) Dessa forma, as expres-
sões das matrizes de rigidez citadas considerando-se o campo de deslocamentos 
wi e wj para uma determinada condição de contorno são dadas a seguir.

• Da energia de deformação:

  
(6)

• Da energia de deformação da mola:
 – Apoios distribuídos de forma discreta

 
 (7)

 – Apoios distribuídos de forma contínua

 
 (8)

• Da energia da carga axial:

 
 (9)
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2.5 Solução do problema de autovalores

Considerando-se apenas a parcela quadrática nas expressões (6) a (9) tem-
se o problema de autovalor, dado na seguinte expressão:

  (10)

Resolvendo-se a Equação (10) chega-se aos valores da carga crítica como a 
seguir:

  (11)

2.5.1 Parâmetros de carga crítica
A partir da solução do problema de autovalores, foi possível encontrar os 

parâmetros de carga crítica para os casos discreto e contínuo.
No caso discreto, considerou-se que o comprimento da armadura envolvida 

na flambagem varia de um a dezesseis espaçamentos entre estribos. Dessa 
forma, substitui-se o campo de deslocamentos com um ou mais graus de liber-
dade descrito em (5) nas expressões para a obtenção das matrizes de rigidez e 
resolve-se o problema de autovalores expresso em (11) obtendo-se os valores 
adimensionais para a carga de flambagem. Os valores para estes casos encon-
tram-se no trabalho de Buffoni (2004).

No caso contínuo, considerando-se a armadura longitudinal como uma co-
luna sobre base elástica, onde a base elástica é composta pelos estribos e subs-
tituindo-se o campo de deslocamentos descrito em (5) com um ou mais graus 
de liberdade apenas na parcela quadrática das expressões (6), (8) e (9) para 
obtenção das matrizes de rigidez e resolvendo-se o problema de autovalores 
expresso em (11) obtém-se os valores adimensionais para a carga crítica que se 
encontram em Buffoni (2004). A expressão (12) apresenta o parâmetro de carga 
crítica considerando-se apenas um termo na expansão modal.

 
 (12)

2.6 Consideração das emendas das barras da armadura

Para se considerar o caso de emendas das barras na presente formulação, 
considerou-se um modelo onde a armadura é engastada em uma das extremi-
dades e livre na outra como o modelo apresentado na Figura 3. Dessa forma, 
todos os passos realizados para a coluna engastada nas extremidades foram 
feitos para o caso da presença de emendas com a finalidade de se conhecer o 
comportamento das armaduras quando uma das extremidades está livre.
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Figura 3: Modelo para consideração das emendas das barras da armadura.

2.7 Cálculo do parâmetro adimensional de rigidez, η

O valor numérico do parâmetro adimensional de rigidez depende da rigidez dos 
estribos, K, do módulo de elasticidade da armadura longitudinal, E, do momento 
de inércia da armadura longitudinal, I e do espaçamento entre estribos, s quando 
os estribos são considerados distribuídos continuamente ao longo da armadura.

2.8 Cálculo da rigidez dos estribos, K

O valor de K é função das características mecânicas e da geometria do es-
tribo. Considera-se nesta formulação vários arranjos. A Figura 4 apresenta 
alguns casos. Neste trabalho considera-se a carga axial concêntrica existindo 
condições de perfeita simetria.

Figura 4: Arranjos da armadura na seção transversal.
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Para o modelo da Figura 4.b, a armadura longitudinal pode ser considera-
da como impondo uma carga concentrada no meio do vão de uma viga fixa nas 
extremidades e a expressão para a rigidez do estribo é dada por:

 
 (13)

Para o modelo da Figura 4.a, a expressão para a rigidez do estribo fica:

 
 (14)

onde E é o modulo de elasticidade da armadura longitudinal, It é o momento de 
inércia do estribo e At é a área do estribo.

Nota-se que a armadura transversal pode oferecer diferentes contribuições 
para a resistência a flambagem das barras longitudinais. As barras longitudi-
nais localizadas no canto dos estribos são restringidas por uma rigidez exten-
sional e as barras localizadas ao longo da perna de um estribo são restringidas 
apenas pela rigidez a flexão. O módulo de elasticidade longitudinal a ser consi-
derado é o módulo de elasticidade instantâneo, porém pode-se utilizar o módulo 
de elasticidade reduzido quando o mesmo é conhecido.

3. Curvas para o cálculo do espaçamento e diâmetro dos estribos

A Figura 5 apresenta a curva que relaciona o parâmetro de carga crítica da 
coluna, Γ e o parâmetro de rigidez dos estribos, η com as contribuições de vá-
rios modos para a carga de flambagem. Nota-se que este gráfico apresenta uma 
curva onde a armadura está fixa nas extremidades e outra curva onde uma 
das extremidades está livre para simular a presença de emendas das barras 
da armadura. 

Verifica-se que a partir de um alto nível de rigidez, a carga de flambagem 
cresce quase que linearmente com o aumento da rigidez dos estribos. A partir 
deste gráfico será apresentado um método para o cálculo do espaçamento e ri-
gidez dos estribos em um pilar de concreto armado.

A curva da Figura 5 é válida para qualquer tipo de arranjo das armaduras. 
Conforme o objetivo do projeto, basta introduzir os respectivos valores de Γ ou  
η para cada caso em particular. Por exemplo, para a seção da Figura 4.b, subs-
tituindo-se o valor da rigidez dos estribos, K, da Equação (13) no valor do parâ-
metro adimensional de rigidez, η, expresso em (3) obtém-se o seguinte valor:

  (15)
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Por outro lado, substituindo-se o momento de inércia da armadura longitu-
dinal na expressão de Γ tem-se:

  (16)

Dessa forma é possível alterar os valores de Γ e η das expressões (15) e (16) 
e criar novos parâmetros com a finalidade de facilitar os cálculos dos exemplos 
que serão apresentados. As variáveis adimensionais Γ e η foram modificadas 
da seguinte forma:

  (17)

   (18)

Figura 5: Parâmetro de carga vs. parâmetro de rigidez da coluna com seis graus de liberdade.
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Figura 6: Parâmetro de carga vs. parâmetro de rigidez da coluna com seis graus de liberdade.

Portanto a ordenada e abscissa dos gráficos da Figura 5 são alteradas mul-
tiplicando-se as mesmas pelos fatores,  e , respectivamente. Dessa for-
ma, obtém-se o gráfico da Figura 6 com os parâmetros de carga e rigidez me-
nores. Dependendo do arranjo dos estribos na seção transversal, obtém-se um 
valor diferente para a rigidez, K e para o parâmetro adimensional da rigidez 
dos apoios laterais, η.

3.1. Considerações sobre a carga de flambagem para dimensionamento

A carga de flambagem deve ser sempre maior que a carga de escoamento 
em compressão por um fator γ > 1, isto para garantir o uso de Py = fyAs no di-
mensionamento inicial, como é feito usualmente. No dimensionamento usual, 
busca-se otimizar o projeto tomando γ = 1, entretanto, é pouco recomendável 
do ponto de vista de segurança em regime pós-crítico. Adotou-se no presente 
trabalho os valores de γ = 1,2.
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4. Seqüência de projeto com a utilização das curvas Γ1 x η1

Uma seqüência possível de projeto com o uso dos gráficos Γ1 x η1, seria como 
se mostra a seguir:

1 O valor de b vem da geometria da peça;
2 O diâmetro da armadura longitudinal, φ1 é usualmente determinado pelo 

projetista;
3 Busca-se uma carga de flambagem,  e assim obtém-se Γ1;
4 Com o valor de Γ1 entra-se na ordenada do gráfico Γ1 xη1 e descobre-se o 

h1 necessário na abscissa. Como já se dispõe dos valores de b e φ1, as va-
riáveis de projeto serão o espaçamento entre os estribos, s e o diâmetro 
dos estribos, φ1, os quais serão calculados e adotados de forma compatível 
com os limites das normas de projeto existentes. Caso o espaçamento re-
sulte muito pequeno, ou o diâmetro muito grande, é necessário reduzir b 
ou usar estribos suplementares.

O trabalho de Buffoni (2004) apresenta vários exemplos detalhados para 
seções de pequenas e grandes dimensões, apresentando comentários sobre os 
valores adotados em normas de projeto, principalmente na NBR 6118/2003.

4.1 Aplicações a seções de grandes dimensões

Aplica-se o critério proposto a um pilar de concreto armado com seção 
transversal retangular 25 cm x 110 cm, altura livre de 350 cm, com resistência 
à compressão do concreto 20 MPa e do aço de 500 MPa. A armadura longitu-
dinal consiste de 22 barras de 16 mm de diâmetro, e o cobrimento é de 3 cm. 
Nomeou-se este pilar de P1 e se apresenta a seguir alguns casos de variações 
nos arranjos das armaduras na seção transversal.

� Caso 1
Considera-se o arranjo das armaduras na seção transversal apresentado 

na Figura 7. Para o cálculo da rigidez K dos estribos, adotou-se o modelo da 
Fi gura 8, onde a perna do estribo é considerada como uma viga fixa nas extre-
midades.

                     Figura 7: Arranjo das armaduras na seção transversal do pilar P1 (Caso 1).
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                      Figura 8: Modelo simplificado para cálculo da rigidez K referente ao caso 1.

A flexibilidade do estribo associada a cada barra pode ser obtida aplicando-
se uma carga transversal concentrada unitária isoladamente em cada ponto 
central da barra. Nota-se que isto corresponde a admitir-se que o início da 
flambagem se dá na barra menos restringida. Assim, avalia-se o ponto crítico 
como correspondente a uma barra que contribui com a menor rigidez do estribo. 
Para o modelo da Figura 8 isto ocorre no centro da viga, e neste caso a rigidez 
fica sendo:

  
(19)

onde o vão livre de flexão é  – 16 = 1014 mm supondo inicial-
mente o diâmetro do estribo igual a 5 mm. Considerando-se os estribos como 
base elástica e substituindo-se k = K/s no parâmetro η chega-se a:

  
(20)

Pretende-se calcular o diâmetro e espaçamento entre estribos para γ = 1,2  
considerando-se a armadura sem emendas. Dessa forma, busca-se uma carga 
de flambagem,   e obtém-se Γ1 e h1.

  (21)

A partir da expressão (17) tem-se:

  
(22)

Estipularam-se alguns valores para o espaçamento entre estribos de acor-
do com os limites impostos pela NBR 6118/2003.

Para que a base elástica possa impedir a flambagem da armadura longitu-
dinal os diâmetros encontrados apresentam-se na Tabela 1. Os valores encon-
trados para o diâmetro do estribo foram altos, visto que este modelo é bastante 
flexível.
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Tabela 1: Dimensionamento dos estribos para o caso 1.

190 150 50

 ft(mm) 33,18 31,28 23,77

� Caso 2
O modelo considerado apresenta-se na Figura 9 onde há um estribo su-

plementar (admitido como rígido) no meio de uma perna de estribo. O modelo 
simplificado para o cálculo da rigidez se encontra na Figura 10. 

             

              Figura 9: Arranjo das armaduras na seção transversal do pilar P1 (Caso 2).

                        

Figura 10: Posições de cargas para cálculo da rigidez K referente ao caso 2.

As cargas localizadas na distância 2a ou 3a do apoio esquerdo na Figura 10 
contribuem com a menor rigidez do estribo, e neste caso a rigidez torna-se:

  
(23)

onde o vão livre de flexão é b = 507 mm. 
Substituindo-se a expressão (23) no valor de η chega-se a:

  
(24)

Da expressão (24) tem-se:

  
(25)
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A partir da expressão (25) obtém-se os valores apresentados na Tabela 2. 
Em relação ao caso 1, este modelo é mais rígido, porém ainda bastante flexível 
e de acordo com os resultados apresentados na Tabela 2, os valores encontrados 
para o diâmetro do estribo ainda são altos. Dessa forma busca-se um modelo 
que seja rígido a fim de que se possa obter valores razoáveis para o diâmetro e 
espaçamento dos estribos.

                          Tabela 2: Dimensionamento dos estribos para o caso 2.

s (mm) 190 150 50

 ft(mm) 16,26 15,32 11,64
� Caso 4

O arranjo das armaduras na seção transversal se apresenta na Figura 11. 
Os modelos simplificados para o cálculo da rigidez K dos estribos apresentam-
se na Figura 12, onde a Figura 12.a representa o primeiro ou último trecho da 
seção e a Figura 12.b representa a parte entre estribos suplementares.

    

             

                     Figura 11: Arranjo das armaduras na seção transversal do pilar P1 (Caso 4).

Figura 12: Posições de cargas para cálculo da rigidez K referente ao caso 4.

Verificou-se que a maior flexibilidade encontrada foi para a barra do centro, 
e o valor da rigidez K para este caso é:

  
(26)
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onde . A expressão para o cálculo do dimensionamento dos estribos 
obti da a partir das expressões de η e K apresentadas nas expressões (3) e (26), 
respectivamente é dada por:

  
(27)

Os resultados encontram-se nas Tabelas 3 e 4. Como o dimensionamento 
usual admite o valor de γ = 1,0, os cálculos foram repetidos com tal valor e os 
resultados encontrados também apresentam-se na Tabela 4.

Tabela 3: Dimensionamento dos estribos para o caso 4.

s (mm)  φt (mm)                       

γ = 1,0 γ = 1,2
190 6,90 7,34
150 6,50 6,92
50 4,94 5,25

Tabela 4: Dimensionamento dos estribos para o caso 4.

 φt

 (mm)

S (mm)

γ = 1,0 γ = 1,2

5 53 41
6,3 132 103

• Caso 5
O modelo da Figura 13 se apresentou o mais favorável e econômico em ter-

mos de dimensionamento dos estribos. O modelo simplificado para o cálculo de 
K apresenta-se na Figura 14, onde o valor de , sendo K dada por:

  
(28)

              Figura 13: Arranjo das armaduras na seção transversal do pilar P1 (Caso 5).
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                     Figura 14: Modelo simplificado para cálculo da rigidez K referente ao caso 5.

A expressão para o cálculo do dimensionamento dos estribos obtida a partir 
das expressões de η e K apresentadas em (3) e (28), respectivamente, é dada 
por:

  
(29)

Os resultados apresentam-se na Tabela 5 para os valores de  e .

Tabela 5: Dimensionamento dos estribos para o caso 5.

                                        a) Cálculo do Diâmetro dos estribos.

s (mm) φt (mm)

γ =1,0 γ =1,2

190 5,48 5,83
150 5,16 5,49
50 3,92 4,17

                                             b) Cálculo do espaçamento.

 φt (mm)
S (mm)

γ =1,0 γ =1,2
5 131 103

6,3 331 259

Verificou-se através dos cálculos que ao se definir o diâmetro do estribo 
como , o espaçamento entre estribos fica bem maior do que o limite 
superior registrado na NBR 6118/2003. A partir deste modelo realizou-se um 
estudo para verificar a possibilidade de executá-lo com espaçamento duplo.

Calculou-se a rigidez média efetiva da base elástica como sendo a média 
dos valores da rigidez K calculada com estribos suplementares utilizando-se 
o modelo simplificado da Figura 14, que se apresenta na expressão (28), e a 
rigidez do modelo da Figura 13 sem estribos suplementares, como apresenta o 
modelo simplificado da Figura 15. 
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Figura 15: Modelo simplificado para cálculo da rigidez K referente ao  caso 5 sem estribos suplemen-
tares.

O valor da rigidez, K, para o modelo da Figura 15, correspondente a uma 
das cargas mais próximas do centro é dado por:

  
(30)

O valor de  e os resultados considerando-se a rigidez média da 
base elástica para a consideração de espaçamento duplo, com os valores de 

 e  apresentam-se na Tabela 6.

Tabela 6: Dimensionamento dos estribos considerando-se espaçamento duplo para o caso 5.

  a) Cálculo do diâmetro dos Estribos

s (mm) φt (mm)
γ = 1,0 γ = 1,2

190 6,51 6,93
150 6,14 6,53
50 4,96 4,96

                     b) Cálculo do Espaçamento

φt (mm) s (mm)

γ =1,0 =1,2
5 66 51

6,3 166 129

 

5. Conclusões

O presente trabalho teve como objetivo analisar a flambagem das armadu-
ras longitudinais em pilares de concreto armado submetidos a carregamento 
axial levando em conta o espaçamento entre os estribos, o diâmetro e arranjo 
dos estribos na seção transversal e o diâmetro das armaduras longitudinais.

Foram obtidos gráficos que relacionam o parâmetro de carga crítica da ar-
madura longitudinal com o parâmetro de rigidez dos estribos, e verificou-se 
que o valor do parâmetro de carga, para altos valores do parâmetro de rigidez 
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dos estribos, cresce quase que linearmente. Isto sugere a adoção de expressões 
simplificadas para projeto. Entretanto, o procedimento adotado neste trabalho 
parece suficientemente simples para uso rotineiro.

A partir da obtenção dos gráficos que relacionam o parâmetro de carga da 
armadura longitudinal com o parâmetro de rigidez dos estribos, mostrou-se 
interessante propor uma seqüência de projeto, caracterizando o dimensiona-
mento racional dos estribos em pilares de concreto armado.

Os exemplos mostram que o resultado de tal procedimento pode se tornar 
compatível com os resultados existentes em normas de projeto atuais, por uma 
calibragem adequada dos parâmetros envolvidos.

Os valores calculados para o espaçamento e diâmetro dos estribos foram 
obtidos a partir da consideração de um modo de flambagem geral que poderia 
inclusive envolver vários estribos.

Foi mostrado, através de exemplos, que o procedimento adotado neste tra-
balho permite que se atinja a rigidez necessária (isto é, uma carga crítica supe-
rior à carga limite de compressão simples da barra longitudinal), com diversas 
variáveis: espaçamento entre os estribos, diâmetro dos estribos, diâmetro da 
armadura longitudinal, uso de estribos suplementares (em cada seção ou alter-
nadamente), e reposicionamento das barras da armadura longitudinal. Estas 
duas últimas variáveis correspondem a variações no vão de flexão dos estribos. 
Foram discutidos ainda diversos arranjos da armadura transversal que forne-
cem maior rigidez e confinamento; tais arranjos são mais usuais em projetos 
buscando maior ductilidade sob ações sísmicas. 

O caso apresentado na Figura 13 mostrou que a concentração das barras 
longitudinais próximas dos cantos causa um aumento do parâmetro de rigidez 
dos estribos, já que há uma redução do vão de flexão dos estribos ao se aproxi-
mar as barras do canto. Assim, pode-se reduzir o número de estribos suplemen-
tares de forma racionalmente justificada.

Pode ainda ser considerada uma rigidez efetiva para o estribo como a mé-
dia entre a rigidez calculada quando se consideram estribos suplementares e 
a rigidez calculada sem a consideração dos mesmos. Assim, dimensiona-se o 
estribo utilizando um espaçamento duplo, ou seja, a cada dois espaçamentos 
colocam-se estribos suplementares, o que pode ser benéfico no momento da 
concretagem.

Em resumo, propõe-se um projeto racional de armadura transversal, com 
uso de considerações relacionadas à flambagem da armadura longitudinal. Um 
eventual maior consumo de armadura pode ser compensado por melhores con-
dições de execução de pilares, devido à redução de armaduras suplementares. 
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Buckling analysis of longitudinal reinforcement 
in reinforced concrete columns

Abstract

Buckling of longitudinal reinforcement in reinforced concrete columns may 
occur in the region between two consecutive ties, or may involve a number 
of ties. The existing design code specifications do not provide an appropriate 
methodology for the design of the transversal reinforcement in different situ-
ations. The main objective of the present work is to develop a formulation to 
allow to analyze the buckling of longitudinal bars in reinforced concrete colu-
mns taking into account the tie spacing, the diameter and arrangement of the 
ties in the cross section and the longitudinal bar diameter. For this purpose an 
analytical method for the evaluation of the buckling load of longitudinal bars 
is described, as a function of the constraint imposed by the axial or flexural 
stiffness of the stirrups. The longitudinal bar is considered as a column defor-
ming according to thin beam theory. The tie action is described either by a set 
discrete elastic supports or by a continuous elastic foundation. The theoretical 
analysis considers the column with one or more deformation modes, with some 
degree of nonlinearity, including the analysis of post-critical equilibrium paths. 
As a result of this study, rational criteria for spacing and sizing of transver-
sal reinforcement are derived, allowing to study different alternatives in an 
abacus  of simple use for design. Several comparisons with the results obtained 
experimentally by other authors in reinforced concrete columns are presented, 
allowing for an evaluation of the validity of the theoretical developments and 
the rational design methodology proposed herein. 

Keywords: Buckling; longitudinal and transverse reinforcement; reinforced 
concrete columns, columns; reinforced concrete.

2 Conclusions  

The present work had as objective analyzes the buckling of the longitudi-
nal  reinforcement in concrete columns under axial compressive loading taking 
into account the tie spacing, the diameter and arrangement of the ties in the 
cross section and the longitudinal bar diameter.  
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It was found graphs that relate the parameter of critical load of the longi-
tudinal reinforcement with the parameter of rigidity of the stirrups, and it was 
verified that the value of the load parameter, for high values of the parameter 
of rigidity of the ties, almost grows that lineally. This suggests the adoption of 
expressions simplified for project. However, the procedure adopted in this work 
seems sufficiently simple for routine use.  

Starting from the obtaining of the graphs that relate the parameter of load 
of the longitudinal reinforcement with the parameter of rigidity of the ties, it 
was shown interesting to propose a project sequence, characterizing the ratio-
nal design of the ties in reinforced concrete columns .  

The examples show that the result of such a procedure can become compa-
tible with the existent results in current project norms.  

It was shown, through examples, that the procedure adopted in this work 
it allows the necessary rigidity to be reached (that is, a superior critical load 
to the load limit of simple compression of the longitudinal bar), with several 
variables: tie spacing, tie diameter, diameter of the longitudinal reinforcement, 
use of supplemental stirrups (in each section or alternately) that correspond 
to variations in the space of flexing of the stirrups. They were still discussed 
several arrangements of the ties that supply larger rigidity and confinement; 
such arrangements are more usual in projects looking for larger ductility under 
seismic actions.   

The case presented in the Illustration 13 showed that the concentration of 
the close longitudinal bars of the songs cause an increase of the parameter of 
rigidity of the ties, since there is a reduction of the flexing space of the stirrups 
when approaching the bars of the song. Like this, it can be reduced the number 
of supplemental stirrups in way rationally justified.  

Still an effective rigidity can be considered for the stirrup as the average 
among the calculated rigidity when they are considered supplemental stirrups 
and the rigidity made calculations without the consideration of the same ones. 
To each two  tie spacing supplemental stirrups are put, what can be benefi-
cial.  

From results, presented a rational project of the transversal reinforcement, 
with use of considerations related to the buckling of the longitudinal reinfor-
cement. A larger eventual reinforcement consumption can be compensated 
by better conditions of execution of concrete columns, due to the reduction of 
supple mental armors.   
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