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Resumo

Estruturas mistas, constituidas pela associacdo de materiais com diferentes pro-
priedades mecénicas, apresentam-se como uma solucio alternativa para estruturas
convencionais utilizadas na construgédo civil. Esses arranjos estruturais buscam ob-
ter reducéo de custos de construcdo, mantendo também a seguranca estrutural com
desempenhos arquitetonico e ambiental vantajosos. A integracdo de uma estrutura
mista deve-se, em geral, a eficiéncia do sistema de ligacao, podendo ser do tipo rigido
ou flexivel. Esse sistema é responsavel por transmitir a forca de cisalhamento longi-
tudinal na interface dos dois materiais ao longo do comprimento da viga e, também,
impedir o desprendimento vertical dos mesmos. Este estudo contribui para a anédlise
do comportamento mecénico de vigas mistas em concreto e em madeira, enfatizando-
se a determinacéo de deslocamentos verticais de trés maneiras: via resolucéo anali-
tica das equacgodes de equilibrio, via programa de elementos finitos bidimensionais e
via a equacdo do principio dos trabalhos virtuais. A tltima abordagem foi concebida
em pesquisas de teoria das estruturas, expandindo seus conceitos para vigas mistas.
A formulacdo proposta mostrou-se consistente e seus resultados sdo condizentes com
dados experimentais.
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1 Introducao

O desenvolvimento tecnoldgico de projetos em estruturas de madeira permitiu me-
lhorar o conhecimento das propriedades mecinicas do material e dos sistemas de cone-
x0es nessas estruturas. Por sua vez, as estruturas em concreto séo de pratica corrente
tendo em vista ser o concreto um material com suas propriedades fisico-mecinicas bem
definidas. Por outro lado, a utilizacdo da madeira com concreto em estruturas mistas
ainda nédo é ampla, mas vem se tornando freqiiente na construcéao civil.

Essas estruturas mistas, constituidas por materiais de diferentes propriedades
mecénicas associados, podem ser colocadas como uma solucéo alternativa as estrutu-
ras de uso corrente na construcgio civil. Essa solucéo busca obter reducéo de custos de
construcdo mantendo-se também a seguranca estrutural com um desempenho arquite-
tonico e ambiental vantajoso.

A integracédo de uma estrutura mista deve-se, em linhas gerais, a eficiéncia do sis-
tema de ligacéo, podendo ser essa ligacdo rigida ou flexivel. Esse sistema transmite a
forca de cisalhamento longitudinal na interface dos dois materiais combinados ao longo
do comprimento da viga e impede o seu desprendimento vertical.

Nesse contexto, esse estudo visa analisar o comportamento mecénico de vigas mis-
tas de concreto e de madeira atendo-se a deslocamentos verticais considerando-se: a
resolucdo analitica das equacdes de equilibrio, o método dos elementos finitos bidimen-
sionais e a equacgéo do principio dos trabalhos virtuais (PTV). A tltima analise, PTV, foi
concebida a partir de pesquisas de teoria das estruturas, com aplicagdo de conceitos em
vigas mistas. Essa formulacéo satisfaz as equagoes de equilibrio, mostrando-se consis-
tente, e seus resultados sdo condizentes com dados experimentais. Observa-se também
que essa formulacdo pode ser integrada a cédigos de elementos finitos, requerendo
apenas elementos unidimensionais.

2 Modelos para analise de vigas mistas

Os modelos matematicos para a representacdo do comportamento de estruturas
mistas em geral propostos na literatura, apresentados por Ahmadi and Saka (1993),
Girhammar and Gopu (1993), sdo abordados com base no principio de equagoes de equi-
librio e no principio da conservacgio da energia. Tendo em vista a complexidade que en-
volve o comportamento das estruturas com se¢ées mistas, algumas simplificacoes serdo
assumidas e comentadas a seguir com vistas a uma abordagem geral dos resultados.

2.1 Modelo de Stevanovic para calculo de estruturas mistas em concreto-
madeira com base no principio de equacoes de equilibrio

Stevanovic (1996) utilizou a teoria da elasticidade para a determinacgéo dos esfor-
cos em vigas mistas em concreto-madeira, seguindo as concepgdes béasicas: a madei-
ra e concreto sdo considerados materiais eldasticos isotrépicos na direcdo axial, sendo
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valida a lei de Hooke; a hip6tese de Bernoulli-Navier é valida, isto €, se¢oes planas
permanecem planas e perpendiculares ao eixo da se¢do apés deformacio; a madeira e
o concreto apresentam deslocamentos verticais iguais em todos os pontos de conexdes;
os conectores sdo discretos, porém considerados como conexdes equivalentes continuas
com constante elastica.

O deslizamento entre os materiais é representado pela razéo entre a tensao de ci-
salhamento na superficie da ligagdo T’ e 0o médulo de deslizamento K, parametro obtido
em testes de laboratoério.

Das condig¢oes de equilibrio e das condi¢des de compatibilidade na interface de
ligacéo entre a madeira e o concreto, conforme a Figura 1 e a Figura 2 (onde o indice ¢
indica concreto e o w madeira), e considerando o deslocamento w para a viga mista de
concreto e madeira, resulta a seguinte equacao diferencial de quarta ordem:

2 ii
Wiv —(szzza Mx_Mx (1)
EI, El,
1 1 ’ EI
com: o’ = K + LA I W G/ T S
AE, AE, EI, El, o’ —Br

onde: E, I, e E I, s30 as rigidezes de flexdo das secdes de concreto e de madeira, respec-
tivamente; £/, representa rigidez de flexdo para a composicéo total e £/, representa a
rigidez de uma se¢do nédo composta; E representa o médulo de elasticidade e I, a inércia.
Os esforcos internos séo escritos por N, T e M (sua segunda derivada M "), indicando a
normal, a cortante e o momento fletor, respectivamente. R é a reacéo de apoio e r dis-
tancia entre os centros de gravidade da mesa e da alma.

dl

s El
Rl x |1a Rs |

Figura 1: Esquema estatico da estruturam mista
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Figura 2: Representacéo dos esforgos internos no concreto e na madeira
Nesse sentido, neste método busca-se a solugéo geral da Eq. (1), que é escrita por:

w=a,senh(0x)+a, cosh(ox)+a; +a, +w, (2)

onde: a, até a, sdo constantes que dependem das condi¢des de contorno (condigdes de
apoio) e w,é solucéo particular que depende do carregamento externo.

2.2 Modelos numéricos de viga compostas

2.2.1 Método de elementos finitos

O método de elementos finitos é uma técnica de resolugdo aproximada de proble-
mas de valor de contorno. O método envolve o particionamento do dominio num nime-
ro finito de elementos (os elementos finitos) e, usando conceitos variacionais, envolve a
construcdo de uma aproximacédo da solugdo sobre esses elementos.

Uma anadlise de elementos finitos €, em geral, constituida dos seguintes passos:

« construcdo de uma formulagéo variacional para o problema. Em elasticidade, a
minimizacdo do funcional de energia de deformacio conduz a formulagéo varia-
cional — o que equivale a formulagdo do principio dos trabalhos virtuais;

* definicdo da geometria do problema, seu dominio e condi¢goes de contorno;

« escolha do espaco de aproximacédo: definicdo das fungdes, se polinomiais ou tri-
gonométricas, e sua ordem de interpolagdo; aplicacdo do método de Galerkin
para o espaco de fungées adotado;

« resolucdo do sistema algébrico [R] {u} = (F}, em que [R] é a matriz de rigidez da
estrutura, F' € o vetor de forca e u é o vetor multiplicador das fun¢ées adotadas;

« analise dos resultados.

2.2.2 Modelagem via programa SAP2000

Soriano (2001) e Mascia and Soriano (2004) apresentam uma simula¢do computa-
cional de uma viga mista em concreto e madeira por meio de um programa de elemen-
tos finitos, SAP 2000 (Computers & Structures Inc. 2000). Em razio das caracteristicas
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e dimensdes das vigas e painéis ensaiados, optou-se por utilizar elementos de cascas
para representar as pecgas de concreto e de madeira. As malhas de elementos para as
mesas em concreto foram definidas nos planos horizontais contidos a meia espessura
da mesa, e a espessura atribuida a cada elemento é a espessura real da peca.

As pecas de madeira foram modeladas por uma malha no plano vertical da viga,
cuja espessura corresponde a da peca de madeira. Com base na drea do elemento finito e
na sua espessura, o programa considera automaticamente o peso préprio da estrutura.

Os conectores metalicos foram representados por elementos lineares com os res-
pectivos didmetros dos pregos e parafusos utilizados nas estruturas. Desse modo, o
sistema de conexdo mantém-se discreto e os espacamentos sio as distancias reais uti-
lizadas. Os nés do elemento linear unem a face superior da viga de madeira a mesa de
concreto.

Para assegurar uma das hipé6teses basicas da estrutura mista, os dois nés de uma
Unica barra sdo restringidos de modo a apresentarem o mesmo deslocamento na dire-
cdo vertical.

O efeito de néo-linearidade do material néo é considerado no programa utilizado
para a modelagem. Dessa simplificacdo sdo efetivamente esperadas diferencas entre
os resultados de ensaios e os obtidos da modelagem, como ocorre, por exemplo, com o
concreto, que para um determinado nivel de tensdo passa a comportar-se em regime
plastico.

Para validacio dos resultados dessa modelagem foram realizadas diversas simula-
¢oes, como, por exemplo, supor que os conectores representassem um sistema de liga-
cao perfeita com rigidez infinita. Outra simulacédo foi a da inexisténcia do sistema de
conexao, ou seja, a mesa de concreto estaria sobreposta na madeira e livre para deslizar
sobre a peca de madeira.

As secoes definidas para a analise dos estados de tensio e deformacdo em cada
estrutura foram localizadas nas sec¢6es posicionadas a um terco dos apoios, de forma
a evitar a regido central das estruturas, onde certamente existem os efeitos da forca
concentrada. A forca concentrada foi considerada como for¢a distribuida equivalente
nos elementos da laje préximos a regido central da viga. Dessa maneira, foi possivel
simular a real aplicacdo da for¢a em laboratério através de uma chapa de aco.

2.2.2.1 Modelo implementado no programa SAP 2000

Os dados utilizados para a elaboragdo do modelo de viga mista em concreto-madei-
ra implementados no programa SAP 2000 sio os descritos na Tab. 1. Soriano (2001) uti-
lizou duas vigas e seus resultados serdo comparados com o resultado desse programa,
com K = 15464 N/mm, mé6dulo de deslizamento. Para avaliar o valor de K foi adotado
um modelo de corpo-de-prova que consistiu de um elemento central de concreto unido
por meio de conectores metalicos a dois elementos de madeira, submetido & compressao
e cisalhamento nos conectores. A espécie de madeira utilizada foi a Cupitba (Goupia
glabra).

61

Revista Sul-Americana de Engenharia Estrutural, Passo Fundo, v. 4, n. 2, p. 57-74, maio/ago. 2007



Tabela 1: Propriedades dos componentes da viga mista

Propriedades Concreto Madeira
Secgdo (mm?) 12000 7500
Inércia (mm*) 1,6x10° 14,063x108
E (N/mm?) 19300 14700
fck,médio (MPa) 22 57,47

Os conectores, parafusos de 3/8”(0,95 mm), foram simulados através de elemen-
tos de viga, unindo a secdo de concreto a de madeira em alguns pontos. Entretanto,
buscou-se um comportamento continuo da conexio. Para isso a rigidez dos elementos
de viga foi escolhida de modo a simular a mesma rigidez do médulo de deslizamento
obtido em laboratério.

Para efeito de calculo, considerou-se uma carga uniformemente distribuida, que corres-
ponde ao peso préprio da viga g = 0,36 N/mm, e uma forca concentrada P, aplicada no meio
do véo. A Figura 3 e a Figura 4 exibem detalhes das vigas utilizadas por Soriano (2001).

Lr S
| T

2 ZX
lﬂi 300 bol Segéo Transversal
Vista Lateral

Figura 3: Dimensdes da viga mista (cm)

Figura 4: Detalhes da viga mista

A Figura 5, a seguir, apresenta a malha utilizada para o cdlculo dos deslocamentos
da viga mista. Os elementos finitos adotados para a confeccdo da malha foram as pro-
jecdes da viga no plano vertical, para que os esforcos T, (deslizamento) entre a mesa e
a alma (conforme a Fig. 2), fossem excéntricos ao centro de gravidade da sec¢éo pega, ou
seja, simulando a real condi¢do de ensaio da viga mista.
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Figura 5: Malha utilizada para caracterizar a viga mista no SAP 2000

2.3 Principios dos trabalhos virtuais (PTV)

O principio dos trabalhos virtuais é uma poderosa técnica para a resolugdo de di-
versos problemas na engenharia, principalmente na mecénica dos sélidos.

A equacéo do principio dos trabalhos virtuais para um estado de forcas em equi-
librio e um estado independente de deslocamentos compativeis com as vinculagdes da
estrutura é escrita por:

[o,8¢,dV = [Tdu,dA+ [Fdu,dV 3)
Vv A 4

onde: G, séo as tensoes da estrutura, 8£ij sdo deformacgdes compativeis com os desloca-
mentos virtuais du,, T, sdo forcas de superficie em A (4rea) e F, forcas de corpo em V
(volume).

O lado esquerdo da Eq. (3) representa o trabalho virtual das for¢as internas (7V, )
e o lado direito, o trabalho virtual das forcas externas (TV ).

2.3.1 Aplicacao do PTV em Vigas Mistas

Duas teorias para andlise de vigas muito conhecidas séo a teoria de viga de Euler-
Bernoulli e a teoria de viga de Timoshenko, Saada (1974). A diferenca entre as duas
reside no fato de a teoria de Euler-Bernoulli ndo considerar a energia de deformacéo da
forca cortante, ao passo que a teoria de Timoshenko faz uso da deformacéo por cortante
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para o calculo dos deslocamentos. Neste trabalho serdo tratadas vigas segundo a teoria
de Euler-Bernoulli em duas dimensaes.

2.3.1.1 Teoria de Euler-Bernoulli

Na teoria de Euler-Bernoulli admite-se que as se¢des transversais normais ao eixo
da viga antes da deformacgdo permanecem planas e ortogonais a esta apé6s a deforma-
cao.

O vetor deslocamento u pode ser expresso por:

> |u
u.V
dv

com: U =u—0yu y = v;0 = d_ ,ondeu_e u, séo deslocamentos nas diregdes do eixo da
x

viga x e perpendicular ao esse eixo y e 0 é o giro da secdo transversal.

O tensor de deformagées infinitesimais é definido como:

w:[“ v V] (5)

Com: € =§(Vu+VuT): {u —Oyv Z} e € :[SX]Z[M'—yv”].

O tensor de tensoes é escrito por: © = bx ]= [Eex ]

Observa-se que é considerada a hipétese de isotropia tanto para o concreto como
para madeira, especificamente na direcdo do eixo da viga. Os esforcos solicitantes num
elemento de barra sdo forgas normais, cortantes e momento fletor, ou seja:

N=Jo .dAd=Edu'V = [t dA=0;M = [yo ,dA=—ED".
A A A

Xy

2.3.1.2 Aplicagio do principio dos trabalhos virtuais

O trabalho virtual dos esforg¢os internos de uma barra é igual ao trabalho virtual
das acdes e, com base na Eq. (3), pode ser escrito como:

1V,

int

=TV

ext

= [ (EASu'v' + EISV'V" )ds = [ q,8u,ds + Pdu, (6)
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A Eq. (6) considera acoes de forca vertical concentrada e distribuida sobre a viga. A
generalizacdo para momentos e forcas horizontais pode ser encontrada em Forti (2004)
e em Mascia, Forti and Soriano (2006).

2.3.1.3 Formulacao da viga mista

A abordagem escolhida para a formulacdo de uma estrutura mista é a do principio
dos trabalhos virtuais. A viga mista sera considerada como duas vigas independentes
(uma de concreto e outra em madeira) conectadas. A energia de deformacéo da estrutu-
ra serd dada como a soma das energias de deformacéo das duas vigas com a energia de
deformacéo dos conectores; por isso, o trabalho virtual das for¢as internas do conjunto
sera a soma dos trés trabalhos virtuais internos individuais. Assim temos que:

c w s _ 7
TV:'nt+TVvint+TI/int_TI/ext ()
onde: S ,W e C indicam:conector, madeira e concreto.

Observa-se que as parcelas dos materiais, de comportamentos diferentes, da viga
mista estdo presentes na Eq. (7).

2.3.1.4 Trabalho virtual das forcas internas dos conectores

A conexdo entre as duas vigas (concreto e madeira) sera tratada como continua e
sua relacdo tensao versus deslizamento, como sendo linear.

Como hipétese assume-se que os deslocamentos verticais das duas vigas séo iguais
e, por conseqiiéncia, suas derivadas também o sdo. Como a abordagem segue a de vigas
de Euler-Bernoulli, a derivada do deslocamento vertical é igual ao giro da sec¢do trans-
versal, e as duas vigas tém o mesmo giro.

A tenséo de cisalhamento dos conectores é dada por:

T, = KAu 8)

onde: K é o coeficiente de deslizamento, Au é o deslocamento relativo entre a fibra infe-
rior da viga de concreto e a fibra superior da vi‘ga de madeira. Na Figura 6 tem-se que
Upinee € U séo os deslocamentos totais na face de contato entre as partes de concreto
e de madeira.

winter
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Figura 6: Cinematica de uma viga mista

Uw

Da Figura 6 tem-se que:

Au=u,—u, +vr )

h +h

C w

com: 7 =( ), onde os h sdo as alturas das partes de madeira e de concreto.

Assim, o trabalho virtual interno do conector vale de acordo com Forti (2004):
v 5 = T.duds = [y KAududs (10)

2.4 Método de Rayleigh - Ritz.

O método de Rayleigh - Ritz é uma técnica de resolucdo aproximada de formula-
¢oes variacionais, como a do PTV. A solucéo é aproximada é dada por:

N

§aiv(P]i(x)

sol(x) =130 92,(x) an
i=1

N w
§06,-” 0®3,(x)
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Os indices v, u® e u" representam as varidveis do problema: deslocamento vertical,
deslocamento horizontal da fibra média da viga de concreto; deslocamento horizontal
da fibra média da viga de madeira e ¢1(x), p2(x) e ¢3(x) sdo as fungdes aproximantes,
podendo ser iguais ou néo.

As fungées ¢(x) devem possuir algumas propriedades, de modo a garantir a boa
qualidade da aproximacéo. A primeira propriedade diz respeito a regularidade das fun-
coes ¢(x). Para a aproximacdo dos deslocamentos horizontais, as fun¢ées ¢(x) devem
ser continuas em todo o dominio; ja para a aproximacio dos deslocamentos verticais, é
necessario que as funcdes e suas primeiras derivadas sejam continuas. A restri¢do da
derivada é necessdaria para garantir que o giro (derivada do deslocamento vertical) seja
continuo em todo o dominio.

Além da restricdo de regularidade, é necessario que as fungoes @(x) satisfacam
as condig¢oes de contorno da estrutura, respeitando-se seus vinculos. As condigoes de
contorno impostas nas simulagdes foram: deslocamentos verticais nulos nos apoios;
deslocamento horizontal nulo no meio da estrutura. Devido & simetria da estrutura
simulada e da simetria de carregamento, optou-se por impor o deslocamento horizontal
nulo no meio das vigas.

Com a imposicdo dessas condi¢bes de contorno, evita-se qualquer tipo de movimen-
to de corpo rigido, o que tornaria a matriz de rigidez singular e dificultaria a resolugéo
do sistema algébrico.

Uma vez escolhidas as funcdes ¢(x), substituem-se as func¢des u_, u e v por:

N
20,0;(x) 12)
=1

e as fungdes du_, 6u e dv por @(x).
Fazendo a substituicdo das variaveis do problema pelas fungées tentativas ¢(x), o
sistema de equacoes advindo do PTV pode ser escrito em formato matricial como:

[RYo}=1{F} (13)

em que R é chamada matriz de rigidez; o, a solucédo do sistema linear e F, o vetor de
forca.

Observa-se que a matriz de rigidez pode ser dividida em trés termos: da viga de
concreto, da viga de madeira e a matriz de rigidez da conex3o.

pai ]: IR;‘C J+ IRjW J+ IR,'SJ (14)

A solucéo do sistema linear construird a aproximacéo da solugdo da equacgdo do
PTV; assim, é possivel calcular os deslocamentos da viga.
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2.4.1 Escolha das fung¢oes aproximantes ¢(x)

Para as simulacdes deste trabalho foram utilizadas fun¢oes senoidais como aproxi-
macédo da solugdo. As fungdes senoidais sdo continuas, bem como suas derivadas. Além
disso, foram impostas as condi¢bes de contorno de deslocamentos verticais nulos nos
apoios e deslocamentos horizontais nulos no meio da estrutura.

As funcées definidas abaixo foram utilizadas para aproximar o deslocamento ver-
tical. Essas fungdes sdo continuas em todo o dominio, bem como suas derivadas. Além
disso, satisfazem as condi¢cdes de contorno de serem nulasemx =0ex = L.

ShapeV[i_|=SenPix(2i-1) /L) (15)
As seguintes fungdes foram utilizadas para aproximar o deslocamento vertical:
ShapeU[i_] = Sen[Pi (x-L/2)(2 i-1) /L] (16)

Essas fungtes sdo também continuas em todo o dominio, bem como suas derivadas.
Além disso, satisfazem as condi¢des de contorno de serem nulas em x =L /2.

3 Resultados e discussoes

Os resultados obtidos da formulacdo proposta (PTV) foram verificados com as
equacoes de equilibrio enunciadas por Stevanovic (1996). Os resultados obtidos atra-
vés da resolucdo analitica dessa formulacdo foram comparados diretamente com os
resultados do PTV. A comparacéo foi feita via graficos das duas solugbes para os casos
de carregamento uniformemente distribuido e carregamento de forca concentrada no
meio do vao.

Outra analise realizada neste trabalho diz respeito a utilizagdo do programa SAP
2000. Na Tabela 2 estdo os valores experimentais de Soriano (2001) com as andlises
realizadas neste trabalho (SAP 2000, PTV e Stevanovic).

Tabela 2: Resultados dos deslocamentos verticais (mm) a 1/3 da viga

Forca (kN) Exp.vp-1 Exp.vp-2 SAP2 PTV Stevanovic
0 0 0 0 0,00 0,00
5 4,74 4,63 6,3 7,38 7,38
10 9,64 9,37 11,8 13,73 13,73
15 14,71 14,38 17,3 20,08 20,08
20 21,20 19,68 22,8 26,44 26,44
25 26,68 25,17 28,3 32,79 32,79
30 32,81 32,74 33,8 39,14 39,14

Na Figura 7 estao os valores da Tabela 2.
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VIGA MISTA (VP 3/8)

Forga (kN)

35 1 44— Vp3/8-1
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20 —e—p3/8

15 SAP2

10 —<o— PTV
ST e A Stevanovic
ory : : : : :

0 5 10 15 20 25 30 35

Deslocamento vertical (mm)

Figura 7: Resultados dos deslocamentos verticais a 1/3 da viga

Observagoes e legenda do grafico da Figura 7:

* VP 3/8 -1, VP 3/8 -2 : vigas de concreto e madeira conectadas com parafusos de
3/8” (0,95 mm) ensaiadas em laboratério;

¢ VP 3/8 SAP2: os conectores foram simulados através de elementos de viga, unin-
do a secdo de concreto a de madeira em alguns pontos. Entretanto, buscou-se um
comportamento continuo da conex&o. Para isso a rigidez dos elementos de viga
foi escolhida de modo a simular a mesma rigidez do médulo de deslizamento
obtido em laboratério;

* PTV: a formulac¢éo proposta neste trabalho, a partir do principio dos trabalhos
virtuais. Essa curva praticamente coincide com a curva de Stevanovic;

* Stevanovic: a resolucéo analitica das equacdes de equilibrio da viga mista, con-
forme formulagdo proposta pelo autor.

Para avaliacdo dos resultados da Tabela 2 foi utilizado o procedimento estatistico
com base no programa estatistico Minitab e consoante aos conceitos estatisticos de pe-
quenas amostras, como apresentados por Ryan (1994). Assim, pode-se ater a seguinte
analise:

* Seja u, a média da 1* amostra e p, a média da 2* amostra: para testar se estas
duas amostras pertencem a um mesmo universo, emprega-se a seguinte hipé-
tese: H: u, = u, versus H: u, # U, calculando-se a significAncia através da
expressao:

£= (vt —x2) /st Imy +53 Imy <ty (p%) an
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onde: x;: estimativa da média da 1? amostra; x:: estimativa da média da 22 amostra;
s,: desvio-padrdo da 1*amostra; s,: desvio-padrio da 2* amostra; n,: nimero de elemen-
tos da 1* amostra;n,: nimero de elementos da 2* amostra; £, (P%): valor de t’'Student’
com P% de confianca; (P%): nivel de confian¢a adotado. Para DF = 11( graus de liber-
dade) e P = 95% amostra tem-se A (95%) =1,796.

Por outro lado, para se verificar se as médias das amostras sdo estatisticamente
equivalentes, isto é, se o intervalo da diferenca das médias y, , 1, contém o zero, deter-
mina-se o seguinte intervalo:

A =(x1=x2)=1" s>/, 452 /n, SP,—W, S(x, =X, )+ 52 /n,+52/n, =A, (18)

onde t* é o valor correspondente para P% de confianca.

Analisando-se os dados da Tab. 3 referentes a andlise experimental, com énfase
nos resultados do ensaio mais critico, conclui-se que, estatisticamente, os resultados
satisfazem as hip6teses adotadas.

Tabela 3: Teste Two Sample: ¢, (95%) =1,796

A A, t Resultado
Exp.vp3/8-2 x SAP2 -16,0 11,9 0,32 Ok!
Exp.vp3/8-2 x PTV -19,9 10,3 0,70 Ok!
SAP x PTV -18,1 12,6 0,39 Ok!

Observa-se ainda que, no geral, as diferencas entre os resultados de deslocamentos
experimentais e os do SAP e Stevanovic (PTV) foram, em média, de 13,21 e 31,69%.

4 Conclusoes

Este trabalho contribui com a andlise de estruturas mistas e propée uma formula-
cdo variacional baseada no principio dos trabalhos virtuais, que tem sido utilizado em
quase todos os campos da engenharia estrutural.

Os resultados obtidos foram plenamente satisfatérios e, em comparacéo com SAP
,sugerem que a hipétese de conexdo continua é superior a discreta. Entretanto, essa
andlise apresentou uma deficiéncia. Foi observado que os resultados variam com o ta-
manho das barras utilizadas para simular a conexfo da viga mista, porque as barras
sfo articuladas em uma extremidade e rigida em outra. Na extremidade rigida séo
transmitidos, além dos esfor¢os horizontais esperados, esforcos de momento. Como o
valor do momento é proporcional ao comprimento da barra, quanto mais longas, maior
0 erro.
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As andlises numérica e analitica, apesar de estarem calibradas uma com a outra,
apresentaram diferencas com os resultados da parte experimental. Uma possivel con-
tribuicio para essas diferencas talvez seja o valor de K, coeficiente de deslizamento me-
dido, que apresenta conforme resultados experimentais de laboratério um coeficiente
de variacéo de 15%.

Observa-se ainda que a formulacdo proposta satisfaz as equacgdes de equilibrio
mostrando-se consistente e seus resultados sdo condizentes com dados de laboratério.

Além disso, a integracdo dessa formulagdo em cédigos de elementos finitos permi-
tiria uma maior divulgacéo dos procedimentos de calculo e do comportamento de vigas
mistas, o que seria um catalisador do emprego desse tipo de estrutura.
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Analysis of Composite Concrete and
Timber Beams

Abstract

Composite structures constituted by associating of materials with different mecha-
nical properties are an alternative solution for current structures used in civil cons-
truction. These structural arrangements aim at obtaining a reduction of construction
costs and also maintaining the structural safety with advantageous architectural and
environmental performances. The integration of a composite structure is, in general,
due to the efficiency of the connection system, which can be of the rigid or the flexi-
ble type. This system is capable of transferring the longitudinal shear force on the
interface of the associated materials along the length of the beam, and is also able
to avoid vertical detachment. This research contributes to the analysis of the mecha-
nical performance of the composite beams, focusing on the vertical displacements in
three forms: bidimensional finite element program via, analytical solution of the equi-
librium equation via and virtual work equation via. The last approach was conceived
from structural theory research, applying concepts to composite beams. The proposal
formulation fulfils the equilibrium equation showing to be consistent and the results
fit reasonably with the experimental data. This formulation can be easily integrated
to a finite element procedure requiring one-dimensional elements only.

Key words: Composite structures. Concrete-timber composite beams. Principle of vir-
tual work. Numerical and experimental analysis.

1 Introduction

In general, composite structures consisting of concrete and timber can be used as
an alternative solution to structures used in civil construction, especially the crossing-
bridge superstructures and bridges of vicinal roads.

In fact, through the constructive technique of the composite structures, it is possi-
ble to use timber and concrete in a more rational form, exploring the elasticity and the
strength properties of these materials.

In this paper, we carried out the analysis of the mechanical performance of the
composite beams in three manners by using: a bidimensional finite element program,
an analytical solution of the equilibrium equation (Stevanovic’s formulation, 1996)
and the virtual work equation. The last approach was conceived from structural theory
research and also expanding concepts on the composite beam theory.
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2 Modeling the Composite Structures

The modeling of a concrete-timber beam subjected to a concentrated load in the
middle of span is developed from both the equilibrium of forces and the compatibility
of displacement of the structural element resulting in fourth-order differential equa-
tions.

In this model of composite structures, a system of connection must assure the
transference of the horizontal shear efforts. This connection system influences the
beam structural behavior by affecting the rigidity of the composite beam. Thus, it is
necessary to take into consideration the effect of slip in the contact surface between
the two materials.

3 Stiffness of the Connection System

The model for the design of composite structures has to consider the rigidity of the
connection system, which quantifies the resistance offered against the displacement in
the surface of contact between two materials, due to a loading applied to the structu-
re.

In the case of using flexible connection system, the effect of the slip is considered
through the slip modulus. The stiffness of a connection system or specifically the slip
modulus is experimentally evaluated by a shear connection test.

4 Experimental Procedure and Material Used

The mechanical performance of structures with connection systems by means of
screws was verified experimentally by testing prototypes of simply supported beams
subjected to a concentrated load in the center of the span.

The slip modulus of each connection system was obtained through shear test-spe-
cimen.

Each shear test-specimen was molded with the same materials of the prototypes,
containing a pair of connectors for each timber prism, with equal spacing to those used
in the structures.

The composite timber-concrete beams, measuring 3.00 m in length, were cons-
tituted by a web in timber with the following dimensions: 5 cm x 15 ¢m, and a cross-
section of the flange in concrete, with the dimensions: 30 cm x 4 cm. Screws of 9,50
mm in diameter were used as a connection system. A wood sample of the Goupia glabra
species was used for the construction of the prototypes.

In summary, the experimental procedure provided results of the vertical displa-
cements of the composite beams in order to compare with analytical and numerical
results.
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5 Results

The model used to represent the behavior of these beams, through the differential
equations or the Finite Element Method, revealed a considerable accuracy in relation
to the experimental data. The agreement analytical formulations, Stevanovic’s model
or virtual work equation, is also statically satisfactory.

In general, the range of differences among the average results was 13,21% to
31,69%, especially in relation to the critical values.

6 Conclusion

This article focused on a theoretical and an experimental analysis of the structural
behavior of composite concrete-timber beams.

Through the analysis of the obtained results in bending tests, we can conclude
that the numerical model based on Finite Elements Methods following the software
SAP 2000 presented results close to the experimental data. Stevanovic’s model (1996)
of design and also the procedure on the basis of the Principle of Virtual Work indicated
no significant differences.
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